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FONCTEURS EN GRASSMANNIENNES, FILTRATION
DE KRULL ET COHOMOLOGIE DES FONCTEURS
Aure´lien DJAMENT
Re´sume´. — Soit F la cate´gorie des foncteurs entre espaces vectoriels sur un corps
fini. Les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes sont obtenues en remplac¸ant la
source de cette cate´gorie par la cate´gorie des couples forme´s d’un espace vectoriel et
d’un e´le´ment d’une de ses grassmanniennes. Ces cate´gories posse`dent une tre`s riche
structure alge´brique ; nous e´tudions notamment leurs objets finis et leurs proprie´te´s
homologiques.
Nous e´tablissons ainsi une proprie´te´ tre`s ge´ne´rale d’annulation en cohomologie des
foncteurs, que nous appliquons a` la K-the´orie stable des corps finis : nous obtenons
une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Betley-Suslin exprimant des groupes d’extensions
entre GL∞-modules en terme de cohomologie des foncteurs.
Notre seconde application des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes a trait a`
la filtration de Krull de la cate´gorie F . Nous en donnons une description conjecturale,
dont nous examinons les conse´quences, tre`s puissantes, sur la structure de la cate´gorie
F . A` l’aide d’outils dus a` G. Powell, nous de´montrons une forme faible de cette
conjecture, dans le cas ou` le corps de base a deux e´le´ments. Nous utilisons ce re´sultat
pour e´tablir le caracte`re noethe´rien de nouveaux foncteurs.
iv
Abstract (Grassmannian functors, Krull filtration and functor cohomology)
Let F be the category of functors between vector spaces over a finite field. The
grassmannian functor categories are obtained by replacing the source of this cate-
gory by the category of pairs formed by a vector space and an element of one of its
grassmannians. These categories have a very rich algebraic structure ; we study in
particular their finite objects and their homological properties.
We give so a very general vanishing property in functor cohomology, which we apply
to the stable K-theory of finite fields : we obtain a generalization of the theorem of
Betley-Suslin which expresses certain extension groups of GL∞-modules in term of
functor cohomology.
Our second application of the grassmannian functor categories concerns the Krull
filtration of the category F . We give a conjectural description of this filtration, of
which we explore powerful implications. With the help of tools due to G. Powell,
we show a weak form of this conjecture, in the case where the basis field has two
elements. As a consequence, we establish the noetherian character of new functors.
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INTRODUCTION
Depuis plus de quarante ans, les alge´bristes utilisent les cate´gories de foncteurs
pour e´tudier des cate´gories abe´liennes, comme les cate´gories de modules, en particu-
lier en the´orie des repre´sentations. Plusieurs notions de finitude interviennent dans
ce contexte : la cate´gorie D(R) associe´e a` un anneau R, constitue´e des foncteurs de
la cate´gorie des R-modules a` droite de pre´sentation finie vers les groupes abe´liens,
joue un roˆle important (1). Dans les cate´gories de foncteurs elles-meˆmes apparaissent
des notions de finitude. Ainsi, Auslander de´veloppe et applique la notion de fonc-
teur cohe´rent dans l’article [Aus66] (la cate´gorie C(R) des foncteurs cohe´rents de
D(R) est particulie`rement importante), notion dont l’utilite´ n’a pas e´te´ de´mentie.
(Comme texte plus re´cent exploitant et enrichissant ces ide´es, on pourra se reporter
au me´moire (2) [Kra01] de Krause, qui utilise en the´orie des repre´sentations les fonc-
teurs cohe´rents et d’autres conside´rations sur les cate´gories de foncteurs.) Peu apre`s
les travaux inauguraux d’Auslander sur les foncteurs cohe´rents, la publication [Mit72]
de Mitchell sur les anneaux a` plusieurs objets syste´matise l’emploi des cate´gories de
foncteurs : un anneau a` plusieurs objets est une petite cate´gorie additive C ; un module
a` gauche sur C est un foncteur additif de C vers les groupes abe´liens. Mitchell vise
autant a` de´velopper un point de vue et des outils nouveaux en the´orie des anneaux
et des modules qu’a` ge´ne´raliser celle-ci.
Si ces diffe´rents travaux ont motive´ un inte´reˆt intrinse`que pour les cate´gories de
foncteurs, le sujet a connu un renouveau au de´but des anne´es 1990, ou` de puissants
calculs cohomologiques ont e´te´ mene´s et de nouvaux liens fe´conds entre les cate´gories
de foncteurs, la topologie alge´brique, les repre´sentations modulaires des groupes finis
et plusieurs the´ories cohomologiques e´tablis. On pourra consulter l’article de Henn,
Lannes et Schwartz [HLS93] et les articles [Kuh94a], [Kuh94b] et [Kuh95] de Kuhn
pour les premiers de´veloppements a` ce sujet ; re´cemment, Powell a donne´, dans l’article
(1)Par exemple, dans la publication [GJ81] de Gruson et Jenson, des investigations sur la cate´gorie
D(R) (ou` des notions varie´es de finitude sont utilise´es) aboutissent a` des re´sultats de nature coho-
mologique lie´s a` l’annulation des foncteurs de´rive´s du foncteur limite.
(2)Sa bibliographie donne e´galement un aperc¸u de la richesse du de´veloppement des me´thodes initie´es,
entre autres, par Auslander.
x INTRODUCTION
[Pow06], une application significative des cate´gories de foncteurs a` la cohomologie
des espaces d’Eilenberg-Mac Lane. On pourra aussi se re´fe´rer au chapitre 13 de l’ou-
vrage [Lod98] de Loday sur l’homologie cyclique et a` la monographie [FFPS03] de
Franjou, Friedlander, Pirashvili et Schwartz, qui constitue une introduction comple`te
au domaine. Nous montrons dans le pre´sent article comment progresser dans cette
voie a` l’aide de nouvelles cate´gories de foncteurs.
Nous obtenons ainsi des re´sultats nouveaux sur des cate´gories de foncteurs
de´sormais classiques, notamment la cate´gorie F des foncteurs entre espaces vectoriels
sur un corps fini (de´finie plus pre´cise´ment ci-apre`s). Nous de´montrons en particu-
lier un the´ore`me d’annulation cohomologique tre`s ge´ne´ral, que l’on applique a` la
K-the´orie stable des corps finis, et un re´sultat de structure global sur la cate´gorie F ,
que l’on utilise pour e´tablir le caracte`re noethe´rien de nouveaux foncteurs. Les deux
principes intuitifs suivants guident notre travail : d’une part, la de´monstration de
proprie´te´s d’annulation cohomologique dans une cate´gorie de foncteurs est souvent
plus facile en transitant par une autre cate´gorie de foncteurs (( plus grosse )) ; d’autre
part, la structure des objets d’une cate´gorie de foncteurs peut souvent se ramener a`
celle d’objets (( plus petits )) (donc mieux compris) d’une autre cate´gorie de foncteurs.
Ainsi donnerons-nous une description conjecturale de la filtration de Krull de la
cate´gorie F a` partir des objets localement finis d’autres cate´gories de foncteurs, dont
le re´sultat de structure susmentionne´ constitue une forme partielle.
Dans tout cet article, k de´signe un corps fini ; on note Ek la cate´gorie des espaces
vectoriels sur k, Efk la sous-cate´gorie pleine des espaces de dimension finie et F(k) la
cate´gorie des foncteurs de Efk vers Ek (la mention du corps k sera souvent omise dans les
notations, par la suite). La cate´gorie F(k) est abe´lienne ; elle posse`de suffisamment
d’objets injectifs et projectifs — pre´cise´ment, elle est engendre´e par les foncteurs
projectifs standard PV = k[homEf (V,−)]. D’importants calculs cohomologiques ont
e´te´ re´alise´s dans cette cate´gorie, notamment avec les travaux de Franjou, Lannes et
Schwartz ([FLS94]) et de Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin ([FFSS99]).
L’identification de la cohomologie de Mac Lane (de´finie dans [ML57]) comme un
cas particulier de cohomologie des foncteurs par Jibladze et Pirashvili ([JP91]) illustre
l’inte´reˆt des calculs cohomologiques dans la cate´gorie F(k). L’isomorphisme entre la
K-the´orie stable de k et l’homologie dans F(k) pour des syste`mes de coefficients
polynomiaux, e´tabli inde´pendamment par Betley (cf. [Bet99]) et Suslin (cf. appendice
de [FFSS99]), a fourni une motivation majeure a` l’e´tude des proprie´te´s homologiques
de F(k). Les articles de Pirashvili [Pir03], Pirashvili et Richter [PR02], et Pirashvili
et Waldhausen [PW92] montrent comment aborder d’autres the´ories homologiques
a` l’aide de certaines cate´gories de foncteurs.
L’e´tude syste´matique de la cate´gorie F est mene´e depuis le de´but des anne´es 1990
(cf. [Kuh94a], [Kuh94b] et [Kuh95]), a` la suite des liens e´tablis par Henn, Lannes et
Schwartz dans [HLS93] (voir aussi l’ouvrage [Sch94] de Schwartz) entre les modules
instables sur l’alge`bre de Steenrod et cette cate´gorie ; ne´anmoins, sa structure globale
demeure fort myste´rieuse. En effet, si la compre´hension de ses objets de longueur
finie peut se re´duire a` celle de modules sur des k-alge`bres de dimension finie, il en
va bien diffe´remment de ses objets de longueur infinie, dont l’e´tude se heurte a` des
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proble`mes profonds de compre´hension ge´ne´rique des repre´sentations modulaires (i.e.
de compre´hension des liens, notamment cohomologiques, entre les repre´sentations de
familles infinies de groupes) — la cate´gorie F(k) a d’ailleurs e´te´ nomme´e cate´gorie des
repre´sentations ge´ne´riques des groupes line´aires sur k par Kuhn, qui a justifie´ cette
terminologie dans les trois articles susmentionne´s.
Ainsi, la conjecture suivante, propose´e par Lannes et Schwartz, s’est re´ve´le´e l’un
des proble`mes les plus difficiles a` re´soudre dans cette cate´gorie.
Conjecture 1 (Conjecture artinienne). — La cate´gorie F(k) est localement
noethe´rienne.
La de´nomination paradoxale de cette conjecture, dont une bre`ve discussion est
donne´e dans la section 1.2, provient du contexte des modules instables sur l’alge`bre
de Steenrod, dans lequel il est plus naturel de formuler la question en termes duaux
d’objets artiniens. La conjecture artinienne, qui a motive´ nombre des travaux sur la
cate´gorie F , n’est qu’une illustration des questions qui demeurent ouvertes dans le
domaine.
De fait, comme la cate´gorie F est une cate´gorie abe´lienne avec de bonnes proprie´te´s
de re´gularite´, il s’impose de savoir si elle est localement noethe´rienne. Mais si cette
question se trouve si ardue, c’est qu’on dispose de peu d’outils pour e´tudier les sous-
foncteurs d’un foncteur donne´. Ainsi le produit tensoriel, calcule´ au but, de deux
foncteurs dont on connaˆıt la structure peut-il s’ave´rer un objet tre`s complique´. Par
exemple, le foncteur projectif Pk est facile a` e´tudier (cf. [Kuh94b]), tandis que P⊗2k
ne l’est nullement (cf.[Pow98a]).
Les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes : structures fondamentales
Explicitons les cate´gories de foncteurs qui permettent de progresser dans l’e´tude de
la conjecture artinienne. On note Gr(V ) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels
de V . On de´finit ainsi un foncteur Gr de Efk vers la cate´gorie des ensembles.
De´finition 2. — Soit EfGr(k) la cate´gorie des couples (V,W ), ou` V est un k-espace
vectoriel de dimension finie et W un e´le´ment de Gr(V ), et dont les morphismes
(V,W ) → (V ′,W ′) sont les applications line´aires f : V → V ′ telles que f(W ) = W ′.
La cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes FGr(k) est la cate´gorie des foncteurs
de EfGr(k) vers Ek.
Il est e´galement naturel de s’inte´resser a` la cate´gorie, note´e E˜fGr(k), qui a les meˆmes
objets que EfGr(k), et dont les morphismes (V,W ) → (V ′,W ′) sont les applications
line´aires f : V → V ′ telles que f(W ) ⊂W ′. La cate´gorie des foncteurs de E˜fGr(k) vers
E , note´e F˜Gr(k), est e´galement conside´re´e dans cet article ; elle constitue un adjuvant
pour l’e´tude de la cate´gorie FGr(k).
Pour tout entier positif n, on note FGr,n la sous-cate´gorie pleine de FGr (rappelons
que la mention du corps k est de´sormais sous-entendue) des foncteurs X tels que
X(V,W ) = 0 si dimW 6= n. L’e´tude des cate´gories FGr et FGr,n et leur application a`
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la cate´gorie F constituent le principal sujet de cet article ; le lien entre FGr et les FGr,n
provient de ce qu’il existe une stratification de FGr par des sous-cate´gories e´paisses
FGr,≤n, stratification dont les sous-quotients sont e´quivalents aux cate´gories FGr,n.
On peut encore ramener l’e´tude des cate´gories FGr,n, qui peuvent e´galement se
de´crire comme des cate´gories de foncteurs, a` celle de cate´gories plus simples : le groupe
line´aire GLn(k) intervient naturellement dans la structure de FGr,n, qui constitue
une sorte de produit semi-direct tordu entre la cate´gorie des k[GLn(k)]-modules et la
cate´gorie de foncteurs FPl,n de´finie comme suit. On note EfPl,n la cate´gorie des objets
V de Ef munis d’un monomorphisme kn ↪→ V . La cate´gorie FPl,n est la cate´gorie des
foncteurs de EfPl,n vers E . Outre ses liens avec FGr,n, cette cate´gorie posse`de un inte´reˆt
intrinse`que, car elle est e´quivalente a` la cate´gorie des comodules de la cate´gorie F sur
le foncteur injectif standard associe´ a` l’espace vectoriel kn.
Mentionnons une autre cate´gorie de foncteurs conside´re´e dans cet article. Soit
Efsurj la sous-cate´gorie de Ef ayant les meˆmes objets et dont les morphismes sont
les e´pimorphismes de Ef . La cate´gorie, note´e Fsurj , des foncteurs de Efsurj vers E joue
un roˆle important dans l’e´tude de la cate´gorie FGr. En effet, si f : (V,W )→ (V ′,W ′)
est un morphisme de EfGr, alors f induit un e´pimorphisme de W sur W ′ : on obtient
ainsi un foncteur EfGr → Efsurj , donne´ sur les objets par (V,W ) 7→ W , puis par
pre´composition un foncteur fondamental Fsurj → FGr. Une cate´gorie analogue a`
Fsurj s’obtient a` partir des monomorphismes de Ef ; on la note Finj . Elle posse`de
des liens e´troits avec les syste`mes de coefficients introduits par Dwyer dans [Dwy80]
et joue un roˆle essentiel dans la comparaison entre la K-the´orie stable de k et les
groupes d’extension dans F(k) (the´ore`me de Betley-Suslin susmentionne´), comme l’a
montre´ Scorichenko (qui a ge´ne´ralise´ ce the´ore`me sur un anneau quelconque).
Revenons a` la cate´gorie FGr. Le foncteur d’oubli EfGr → Ef donne´ par (V,W ) 7→ V
induit par pre´composition un foncteur ι : F → FGr. Il est adjoint a` droite au foncteur





Ce foncteur constitue un outil tre`s puissant pour relier les cate´gories FGr et F . Son
importance est d’abord illustre´e par le re´sultat formel suivant, dans lequel le foncteur
ω(k) = k[Gr] de F est muni de la structure comultiplicative de´duite du fait qu’il est
la line´arisation d’un foncteur ensembliste.
Proposition 3. — Le foncteur ω : FGr → F induit une e´quivalence entre FGr et la
cate´gorie des k[Gr]-comodules de F .
On peut donner une description similaire des cate´gories FGr,n et FGr,≤n en
termes de comodules. Le cas le plus intuitif est celui de FGr,≤n, e´quivalente a`
la cate´gorie des comodules sur le sous-foncteur en coalge`bres G(n) = k[Gr≤n]
de k[Gr] — ici Gr≤n de´signe le sous-foncteur ensembliste de Gr donne´ par
Gr≤n(V ) = {W ∈ Gr(V ) | dimW ≤ n}. Par dualite´, on en de´duit que la cate´gorie
oppose´e a` FGr,n est (( presque )) e´quivalente a` la cate´gorie des modules sur un
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foncteur en alge`bres D(n) dual de G(n). La notation provient de ce que le module
instable nilferme´ associe´ a` D(n) (cf. [HLS93] ; on suppose ici le corps k premier)
est exactement l’alge`bre de Dickson k[x1, . . . , xn]GLn(k). Le foncteur D(n) (ainsi
qu’un quotient remarquable D¯(n) qui apparaˆıt plutoˆt dans l’e´tude de FGr,n) joue un
roˆle significatif dans l’article [Pow98c] de Powell, qui a annonce´ l’importance de la
cate´gorie des modules sur D(n) (ou D¯(n)).
L’e´tude de la structure e´le´mentaire de la cate´gorie FGr repose principalement sur
le foncteur diffe´rence, analogue a` l’endofoncteur du meˆme nom dans F . Ce foncteur,
note´ ∆Gr, est donne´ par le scindement canonique
X(V ⊕ k,W ) ' X(V,W )⊕∆Gr(X)(V,W ).
Rappelons que le foncteur diffe´rence ∆ de F est quant a` lui caracte´rise´ par le
scindement canonique F (V ⊕ k) ' F (V )⊕∆(F )(V ). Comme dans la cate´gorie F , on
introduit la de´finition suivante :
De´finition 4. — Un objet X de FGr est dit polynomial s’il existe un entier n tel que
(∆Gr)n(X) = 0.
Contrairement au cas de la cate´gorie F , les foncteurs polynomiaux de degre´ nul de
FGr ne sont pas tous constants. Ces foncteurs sont appele´s foncteurs pseudo-constants ;
ils forment une sous-cate´gorie de FGr e´quivalente a` la cate´gorie Fsurj .
Dans ce qui suit, nous nommons fini un objet de longueur finie d’une cate´gorie
abe´lienne. Un objet localement fini est un objet colimite d’objets finis.
Proposition 5. — Les foncteurs finis de la cate´gorie FGr sont polynomiaux.
Ce re´sultat permet de classifier et de´crire explicitement les objets simples de la
cate´gorie FGr a` partir des objets simples de F et des repre´sentations simples des
groupes line´aires, par une me´thode semblable a` celle utilise´e pour classifier les objets
simples de F a` partir des repre´sentations simples des groupes syme´triques.
Nombre des foncteurs entre la cate´gorie FGr et la cate´gorie F , ou d’autres qui lui
sont e´troitement relie´es, posse`dent de bonnes proprie´te´s de commutation au foncteur
diffe´rence. Par exemple, il existe un isomorphisme canonique ι ◦ ∆ ' ∆Gr ◦ ι de
foncteurs F → FGr. En revanche, le foncteur compose´ ∆ ◦ ω : FGr → F diffe`re du
foncteur ω ◦∆Gr, qu’il contient comme facteur direct. Ainsi, l’image par le foncteur
d’inte´grale en grassmanniennes d’un objet fini de la cate´gorie FGr n’est ge´ne´ralement
pas un objet localement fini de la cate´gorie F . D’ailleurs, tous les objets projectifs de
type fini de F sont l’image par le foncteur ω de foncteurs finis de FGr.
L’image d’un objet fini de la cate´gorie FGr par le foncteur ω est toujours un objet
de type fini de la cate´gorie F . Le principe ge´ne´ral pour comprendre F a` partir de FGr
consiste a` ramener l’e´tude des objets de type fini de F a` celle des objets finis de FGr
graˆce au foncteur ω. La mise en œuvre de ce principe s’ave`re ardue ; en effet, les objets
de type fini de la cate´gorie F ne sont pas tous isomorphes a` l’image par ω d’un objet
fini de FGr. Pour pre´ciser les choses, nous avons introduit la notion de foncteur induit
dans F (cf. section 12.1) : un foncteur induit s’obtient par un nombre fini d’ope´rations
du type extension, noyau ou conoyau a` partir des images par ω d’objets finis de FGr
(cette terminologie est motive´e par l’analogie entre ω et un foncteur d’induction). Un
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foncteur de F est induit de hauteur au plus n si l’on peut choisir les objets finis de
FGr qui interviennent dans la sous-cate´gorie FGr,≤n. La conjecture que nous e´mettons
sur les objets de type fini de F peut s’e´noncer ainsi :
Conjecture 6. — Pour tout entier n, la classe des foncteurs induits de hauteur au
plus n est stable par quotients.
La conjecture artinienne extreˆmement forte (conjecture 9 pre´sente´e ci-dessous) est
e´quivalente a` cet e´nonce´, qui implique en particulier que tout foncteur de type fini de
F est induit.
Applications : alge`bre homologique et filtration de Krull
Venons-en maintenant a` des proprie´te´s profondes des cate´gories de fonc-
teurs en grassmanniennes. Notre re´sultat d’annulation cohomologique princi-
pal est le suivant, dans lequel I de´signe l’endofoncteur de FGr donne´ par
I(X)(V,W ) = ⊕
B∈Gr(W )
X(V,B). Ce foncteur conserve les objets localement finis.
The´ore`me 7. — Soient X et Y des objets de FGr, X e´tant suppose´ localement fini.
Il existe un isomorphisme gradue´ naturel Ext∗F (ω(X), ω(Y )) ' Ext∗FGr (X, I(Y )).
La de´monstration de ce the´ore`me, qui repose sur des arguments d’adjonction uti-
lisant le foncteur diffe´rence ∆Gr, illustre en quoi il s’agit d’un re´sultat d’annulation
cohomologique. Cet aspect d’annulation apparaˆıt d’ailleurs tre`s clairement dans le
corollaire suivant, ou` ωn : FGr,n → F de´signe le foncteur exact restriction du foncteur
ω a` la sous-cate´gorie FGr,n de FGr.
Corollaire 8. — Soient k et n deux entiers naturels, X un objet localement fini de
FGr,k et Y un objet de FGr,n.
(1) Si k < n, alors Ext∗F (ωk(X), ωn(Y )) = 0.
(2) Si k = n, alors le morphisme naturel Ext∗FGr,n(X,Y ) → Ext∗F (ωn(X), ωn(Y ))
induit par ωn est un isomorphisme.
Le the´ore`me 7 et le corollaire 8 permettent d’une part de ge´ne´raliser le the´ore`me de
Betley-Suslin sur la K-the´orie stable de k, d’autre part de mener de nombreux calculs
cohomologiques dans la cate´gorie F utiles pour comprendre sa structure, comme le
the´ore`me de l’appendice de [Pow98a].
Un moyen efficace d’appre´hender la structure globale d’une cate´gorie abe´lienne A
consiste a` e´tudier sa filtration de Krull, note´e (Kn(A)), qui est de´finie par K−1(A) =
{0} et par le fait que, pour n ≥ 0, Kn(A)/Kn−1(A) est la plus petite sous-cate´gorie
e´paisse et stable par colimites de A/Kn−1(A) qui en contient les objets simples (cf.
section B.4). Le corollaire 8, qui indique une hie´rarchie dans la (( taille )) des objets
du type ωn(X) selon la valeur de n, ou` X est un objet localement fini de FGr,n,
sugge`re la description conjecturale suivante de la filtration de Krull de la cate´gorie F .
Celle-ci pre´cise conside´rablement la conjecture artinienne (conjecture 1) et constitue
une motivation essentielle a` l’e´tude des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes.
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Conjecture 9 (Conjecture artinienne extreˆmement forte)
Pour tout entier positif n, le foncteur ωn induit une e´quivalence entre la sous-
cate´gorie pleine F lfGr,n des objets localement finis de FGr,n et la cate´gorie quotient
Kn(F)/Kn−1(F).
Non seulement cet e´nonce´ entraˆıne toutes les formes renforce´es de la conjecture
artinienne e´mises jusqu’a` pre´sent, mais il implique aussi un grand nombre d’autres
re´sultats profonds sur la cate´gorie F . L’une des illustrations les plus frappantes (co-
rollaire 11 ci-dessous) se de´duit du the´ore`me suivant, ou` l’on se limite au corps F2 a`
deux e´le´ments pour des raisons sur lesquelles nous reviendrons plus loin.
The´ore`me 10. — Soient X et Y deux objets finis de la cate´gorie FGr(F2). Suppo-
sons que les objets ω(X) et ω(Y ) de F(F2) ont les meˆmes facteurs de composition.
Alors X et Y ont les meˆmes facteurs de composition.
Les facteurs de composition sont compte´s avec multiplicite´. On remarquera qu’un
foncteur de type fini de F (ou plus ge´ne´ralement, prenant des valeurs de dimension
finie) a en ge´ne´ral un nombre infini de facteurs de composition, mais que chacun y a
une multiplicite´ finie.
En admettant la conjecture artinienne extreˆmement forte, le the´ore`me 10 donne
une description du groupe de Grothendieck Gtf0 (F(F2)) des objets de type fini de la
cate´gorie F(F2), isomorphe via le foncteur ω au groupe de Grothendieck des objets
finis de FGr(F2). Mais il procure aussi le re´sultat suivant, dans lequel les cate´gories
de foncteurs en grassmanniennes n’interviennent pas.
Corollaire 11. — Si la conjecture artinienne extreˆmement forte est vraie, alors la
classe d’un objet de type fini de F(F2) dans le groupe de Grothendieck Gtf0 (F(F2))
est de´termine´e par ses facteurs de composition.
La de´monstration du the´ore`me 10 repose sur des me´thodes de the´orie des
repre´sentations (la repre´sentation de Steinberg joue un roˆle important) et sur l’e´tude
conjointe des foncteurs ω : FGr → F et ∇˜n : F → F . Les foncteurs ∇˜n ont e´te´
introduits par Powell dans [Pow98b] ; ils forment une filtration de´croissante de
sous-foncteurs du foncteur diffe´rence ∆ : F → F obtenue a` partir de la filtration
polynomiale de l’injectif standard associe´ a` k. Certaines complications techniques
apparaissant pour un corps fini quelconque, c’est pourquoi nous nous sommes place´s
dans le cas k = F2 pour nos conside´rations utilisant les ∇˜n, comme dans plusieurs
des articles de Powell a` ce sujet.
Combiner les outils fournis d’une part par les cate´gories de foncteurs en grassman-
niennes et d’autre part par les foncteurs ∇˜n nous permet e´galement d’e´tablir une
forme affaiblie de la conjecture artinienne extreˆmement forte. De´ja`, graˆce aux ∇˜n,
Powell a donne´ les premiers renseignements profonds connus sur la structure globale
de la cate´gorie F(F2) : son the´ore`me de simplicite´ (e´tabli dans [Pow98c]) procure des
informations sur tous les objets projectifs standard de la cate´gorie F(F2). De plus, Po-
well a de´termine´ la structure du foncteur projectif PF22 , dont il a montre´ le caracte`re
noethe´rien et l’appartenance a` K2(F), a` l’aide du foncteur ∇˜2 (cf. [Pow98a]). La
pre´servation des monomorphismes et des e´pimorphismes par les foncteurs ∇˜n et le
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controˆle pre´cis de leur effet sur les foncteurs simples de F(F2) permettent de fait de
mener efficacement des raisonnements a` la fois explicites (en termes d’e´le´ments) et
ge´ne´raux dans la cate´gorie F(F2).
Le re´sultat suivant, ou` N il∇˜n de´signe la plus petite sous-cate´gorie e´paisse stable
par colimites de F(F2) contenant les foncteurs ∇˜n-nilpotents, constitue l’avance´e prin-
cipale sur la structure de F(F2) pre´sente´e dans ce travail.
The´ore`me 12 (The´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´). — Pour tout entier natu-
rel n, le foncteur ωn : FGr,n → F induit une e´quivalence entre la sous-cate´gorie pleine
des objets localement finis de FGr,n et une sous-cate´gorie e´paisse de N il∇˜n+1/N il∇˜n .
Le the´ore`me de simplicite´ de Powell e´nonce pour sa part que si X est un ob-
jet simple pseudo-constant de FGr,n, alors l’image de ωn(X) dans la cate´gorie
N il∇˜n+1/N il∇˜n est simple. Nous gagnons donc essentiellement le passage a` un objet
simple quelconque de FGr,n et le controˆle des groupes d’extensions dans la cate´gorie
quotient a` partir des groupes d’extensions dans FGr,n.
La de´monstration du the´ore`me 12 utilise deux types d’ingre´dients. D’une part
apparaissent des conside´rations explicites relatives aux foncteurs ∇˜n, qui proce`dent
des meˆmes ide´es que le the´ore`me de simplicite´ de Powell. D’autre part, des proprie´te´s
d’annulation cohomologique du foncteur ω, fournies par le the´ore`me 7 et une variante
en termes des foncteurs ∇˜n e´tablie dans la section 15.3, jouent un roˆle significatif.
Une grande part de la riche structure de la cate´gorie de foncteurs en grassman-
niennes FGr intervient dans le the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´. Ainsi, la filtration
par les sous-cate´gories FGr,≤n est omnipre´sente ; les proprie´te´s cohomologiques du
foncteur ω utilise´es dans la de´monstration reposent sur la description fonctorielle de
ces cate´gories. On emploie e´galement de manie`re de´cisive la description en termes de
comodules des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes, dans un argument de sta-
bilisation qui constitue la partie la plus concre`te de la de´monstration. Cet argument
ge´ne´ralise de manie`re conceptuelle des conside´rations de´ja` utilise´es par Powell.
Comme conse´quence du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ et des re´sultats de Powell
sur les foncteurs annihile´s par ∇˜2 (utilise´s pour de´terminer la structure de PF22), nous
donnons la contribution suivante a` la conjecture artinienne (3) :
The´ore`me 13. — Pour tout foncteur fini F de F , le foncteur PF22⊗F est noethe´rien
et dans K2(F).
Plus ge´ne´ralement, graˆce au the´ore`me 12, la conjecture artinienne extreˆmement
forte est ramene´e a` un proble`me plus concret : montrer que les quotients de la filtra-
tion par ∇˜n-nilpotence de certains foncteurs sont induits d’une certaine hauteur. Cette
filtration est de´finie par le noyau de fle`ches entie`rement explicites (cf. [Pow98b]) ; son
e´tude se trouve e´troitement lie´e a` des questions fines de repre´sentations des groupes
syme´triques ou line´aires (sur F2). En effet, les partitions associe´es aux facteurs de com-
position des quotients de cette filtration sont controˆle´es, le proble`me consiste donc
(3)L’auteur a re´cemment ge´ne´ralise´ le the´ore`me 13, montrant que le foncteur PF23⊗F est noethe´rien
et dans K3(F) pour tout foncteur fini F (voir [Dja07]).
ORGANISATION DE L’ARTICLE xvii
d’une certaine fac¸on a` maˆıtriser les extensions entre les diffe´rents facteurs de compo-
sition possibles. Ce proble`me de´rive essentiellement de la the´orie des repre´sentations ;
c’est une sorte de ge´ne´risation de la question (beaucoup plus e´le´mentaire) suivante :
de´terminer les sous-repre´sentations maximales d’un produit tensoriel de puissances
exte´rieures de la repre´sentation re´gulie`re d’un groupe syme´trique dont tous les fac-
teurs de composition correspondent a` des partitions de longueur infe´rieure a` un entier
fixe´.
Une bonne partie des me´thodes de cet article peuvent se ge´ne´raliser : la de´finition,
les constructions et proprie´te´s de base de la cate´gorie FGr(k) se transposent sans
changement si l’on remplace la cate´gorie source Efk de F(k) par une cate´gorie abe´lienne
essentiellement petite A dans laquelle les ensembles de morphismes et de sous-objets
sont finis. En effet, dans cette situation, l’adjonction entre les foncteurs ι : F → FGr et
ω s’e´tend aussitoˆt, et l’on dispose de foncteurs diffe´rences. Des ge´ne´ralisations dans un
cadre non abe´lien sont e´galement envisageables. Les re´sultats combinant les cate´gories
de foncteurs en grassmanniennes aux foncteurs ∇˜n, moins formels, sont plus de´licats
a` ge´ne´raliser. Cependant, le passage du corps F2 a` un corps fini quelconque ne pose de
proble`me re´el que pour la conse´quence concre`te du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´
donne´e par le the´ore`me 13 ; dans un cadre plus vaste que celui des espaces vectoriels
sur les corps finis, c’est la description explicite de la filtration polynomiale du premier
injectif standard non constant de F qu’il conviendrait d’e´tendre pour obtenir des
analogues du the´ore`me 12.
Organisation de l’article
Le premier chapitre rappelle les rudiments ne´cessaires sur la cate´gorie F , la conjec-
ture artinienne et les foncteurs ∇˜n. Le deuxie`me traite des cate´gories Fsurj et Finj ,
a` la fois d’un point de vue intrinse`que et d’un point de vue pre´liminaire a` l’e´tude des
cate´gories de foncteurs en grassmanniennes et de la K-the´orie stable de k.
Les chapitres 3 et 4 s’attachent a` des constructions cate´goriques ne´cessaires a` la
deuxie`me partie. Celle-ci introduit les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes FGr,
FGr,n, FPl,n et F˜Gr et donne leurs proprie´te´s de base : outre leur description foncto-
rielle, les trois premie`res d’entre elles sont identifie´es comme cate´gories de comodules,
et traite´es de manie`re monadique, a` l’aide du the´ore`me de Beck. Les objets finis de
la cate´gorie FGr(k), notamment, sont e´tudie´s en de´tails. On e´tablit ainsi la proposi-
tion 5, dont on tire les conse´quences, ainsi que les proprie´te´s d’adjonction e´le´mentaires
entre les tre`s nombreux foncteurs de´finis, qui font la richesse de la structure de ces
cate´gories.
La troisie`me partie expose des applications de nature cohomologique des construc-
tions des parties pre´ce´dentes, a` l’aide du foncteur d’inte´grale en grassmanniennes
ω : FGr(k) → F(k), dont on de´montre, au chapitre 10, la proprie´te´ fondamentale,
donne´e par le the´ore`me 7 et le corollaire 8. Les premie`res applications a` la cate´gorie
F(k) (discussion de la conjecture artinienne extreˆmement forte), donne´es dans le cha-
pitre 12, constituent une introduction a` la partie IV ; le chapitre 11, qui tire des
re´sultats du chapitre 10 des conse´quences apparemment internes aux cate´gories de
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foncteurs en grassmanniennes, se re´ve`le e´galement utile dans F(k) puisqu’il sous-tend
la de´marche de [Dja06c]. Enfin, le chapitre 13 est consacre´ a` une proprie´te´ d’annu-
lation cohomologique des syste`mes de coefficients, de´duite de celle du foncteur ω, et
qu’on applique a` la K-the´orie stable.
La dernie`re partie pre´sente les re´sultats obtenus sur la cate´gorie F(F2) graˆce
aux foncteurs ∇˜n et ω. Le chapitre 14 a trait a` la cate´gorie quotient de F par la
sous-cate´gorie des foncteurs analytiques : elle expose une bonne partie du mate´riel
ne´cessaire au the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ avec des simplifications techniques
appre´ciables provenant de l’identification du foncteur ∇˜1 au foncteur diffe´rence ∆.
Dans le chapitre 15, nous e´tudions les foncteurs compose´s ∇˜n ωn : FGr,n → F a`
l’aide d’endofoncteurs ∇Grn de FGr. Cela permet, dans le chapitre 16, de de´montrer
les re´sultats principaux de la partie IV, les the´ore`mes 10, 12 et 13.
Les appendices fixent nos notations et rappellent quelques re´sultats connus sur
trois leitmotive de cet article : les adjonctions (a` la base de plusieurs descriptions
des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes comme du the´ore`me d’annulation
cohomologique principal), les proprie´te´s de finitude des cate´gories abe´liennes (dans
l’optique de la conjecture artinienne) et les cate´gories de foncteurs.
Notations et conventions
(1) fondamentales :
(a) Nous noterons Gr(V ) l’ensemble des sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel V . Si I est une partie de N, nous noterons GrI(V ) le sous-ensemble de
Gr(V ) constitue´ des sous-espaces dont la dimension appartient a` I.
(b) Si C et D sont deux cate´gories, C e´tant essentiellement petite, nous note-
rons Fct(C,D) la cate´gorie des foncteurs de C vers D.
(2) couramment utilise´es :
(a) La caracte´ristique du corps fini k sera note´e p ; q = pd de´signera son
cardinal. Lorsqu’aucune confusion ne pourra en re´sulter, nous omettrons toute
mention du corps k dans les notations.
(b) Nous noterons Ens la cate´gorie des ensembles, et Ensf la sous-cate´gorie
pleine des ensembles finis.
(c) Soit E un ensemble. Nous noterons k[E] le k-espace vectoriel somme
directe de copies de k indexe´es par E. On peut voir l’association E 7→ k[E]
comme un foncteur de Ens vers Ek.
Nous noterons [e] l’e´le´ment de la base canonique de k[E] associe´ a` un e´le´ment
e de E.
(d) Nous de´signerons par ModA la cate´gorie des modules a` droite sur un
anneau A et AMod la cate´gorie des A-modules a` gauche. Nous adopterons plus
ge´ne´ralement ces notations lorsque A est un objet d’une cate´gorie mono¨ıdale
syme´trique muni d’une structure d’alge`bre.
Dans le cas d’un objet C muni d’une structure de coalge`bre, nous noterons
ComodC la cate´gorie des C-comodules a` droite.
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Dans le cas d’une (co)alge`bre (co)unitaire, les morphismes seront toujours
cense´s pre´server la (co)unite´.
(e) Nous noterons Ob C la classe des objets d’une cate´gorie C. Si X et Y sont
deux objets de C, on note :
– homC(X,Y ) l’ensemble (4) des morphismes de X dans Y ;
– EndC(X) le mono¨ıde homC(X,X) des endomorphismes de X ;
– AutC(X) le groupe des automophismes de X ;
– PlC(X,Y ) l’ensemble des monomorphismes de X dans Y ;
– EpiC(X,Y ) l’ensemble des e´pimorphismes de X vers Y ;
– IsoC(X,Y ) l’ensemble des isomorphismes de X vers Y .
L’indice C sera omis quand aucune confusion ne peut en re´sulter.
Enfin, Cop de´signera la cate´gorie oppose´e de C.
(f) On de´signe par N l’ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N∗ l’en-
semble des entiers strictement positifs.
Afin d’alle´ger les notations d’indices ou d’exposants ou` interviennent des par-
ties de N, on adoptera les abre´viations suivantes :
(i) n = {n},
(ii) ≤ n = {i ∈ N | i ≤ n},
(iii) ≥ n = {i ∈ N | i ≥ n}.
(3) plus secondaires :
(a) Nous noterons V ∗ le dual d’un espace vectoriel V , et W⊥ l’orthogonal
dans V ∗ d’un sous-espace W de V .
Plus ge´ne´ralement, si V est une repre´sentation d’un groupe, V ∗ de´signera la
repre´sentation contragre´diente.
(b) Soit M un mono¨ıde.
(i) Nous noterons k[M ] l’alge`bre de M sur k.
(ii) Nous de´signerons par M la cate´gorie a` un seul objet de
mono¨ıde d’endomorphismes M .
(iii) Pour toute cate´gorie C, nous noterons CM la cate´gorie
Fct(M, C). C’est la cate´gorie des objets de C munis d’une action de
M . En effet, les objets de CM sont les objets X de C munis d’un mor-
phisme de mono¨ıdes M → EndC(X). Nous noterons OCM : CM → C
le foncteur d’oubli.
La cate´gorie (Ek)M est ainsi e´quivalente a` k[M ]Mod.
(c) Une cate´gorie k-line´aire est une cate´gorie I telle que, pour tous objets
A et B de I, les ensembles homI(A,B) sont munis d’une structure de k-espace
vectoriel, de sorte que la composition des morphismes soit k-biline´aire. On ne
suppose pas I additive.
(d) Nous noterons Σn le groupe syme´trique sur n lettres.
D’autres notations utilise´es dans tout l’article sont introduites dans les appendices.





Apre`s avoir rappele´ des proprie´te´s de base de la cate´gorie F , dont l’e´tude constitue
l’une des principales motivations de cet article, nous traitons d’une cate´gorie analogue,
note´e Fsurj , avec plus de de´tail. Cette cate´gorie, qui posse`de un inte´reˆt intrinse`que,
s’ave`re essentielle autant pour la conside´ration de la cate´gorie F que pour celle de la
cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes FGr que nous introduirons dans la partie II.
Les chapitres 3 et 4 constituent le soubassement des cate´gories de foncteurs
en grassmanniennes, notamment FGr : le premier sous-tend sa description comme
cate´gorie de comodules, le second sa description fonctorielle.
CHAPITRE 1
RAPPELS SUR LA CATE´GORIE F
Ce chapitre donne un re´sume´ des proprie´te´s de base de la cate´gorie F(k) dont nous
aurons besoin par la suite. La plupart d’entre elles sont expose´es dans le contexte
ge´ne´ral de ce travail, celui d’un corps fini k arbitraire. D’autres (notamment celles de
la section 1.5, et la plupart de celles de la section 1.4) ne seront utilise´es que dans la
partie IV, c’est pourquoi elles ne sont traite´es que dans le cas ou` le corps de base est
le corps a` deux e´le´ments.
1.1. Ge´ne´ralite´s
Les re´sultats rappele´s dans l’appendice C s’appliquent a` la cate´gorie F(k) ; l’hy-








V sera note´ IV .
La plupart des re´sultats de ce chapitre sont contenus dans [HLS93], [Kuh94a],
[Sch94] ou [Pow98b] par exemple.
Comme le foncteur de dualite´ (Efk )op → Efk est une e´quivalence de cate´gories, la pro-
position/de´finition C.2.7 procure un foncteurD : F(k)op → F(k), donne´ sur les objets
par (DF )(V ) = F (V ∗)∗. Il induit une e´quivalence de cate´gories entre (Fdf (k))op et
Fdf (k), ou` l’on note Fdf (k) la sous-cate´gorie e´paisse de F(k) constitue´e des foncteurs
prenant des valeurs de dimension finie.
De´finition 1.1.1. — Un objet F de F est dit auto-dual s’il existe un isomor-
phisme u : F '−→ DF invariant par l’isomorphisme d’adjonction homF (F,DF ) '−→
homF (F,DF ).
Exemple 1.1.2. — Les objets simples de F sont auto-duaux (cf. [Kuh94b]).
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De´composition scalaire et tors de Frobenius. — Suivant la notation C.4.1,
nous poserons Fi(k) = {F ∈ ObF | ∀λ ∈ k F (λ.id) = λi.id}. La cate´gorie F0(k) est
la sous-cate´gorie des foncteurs constants de F(k), elle est canoniquement e´quivalente
a` Ek ; nous identifierons par la suite ces deux cate´gories. La de´composition scalaire
d’un foncteur F de F(k) (proposition/de´finition C.4.2) s’e´crit donc F ' F (0)⊕F1 ⊕
· · · ⊕ Fq−1. On notera F¯ = F1 ⊕ · · · ⊕ Fq−1.
Si V est un objet de Efk , nous noterons PV,i pour (PV )i. Pour V = k, on obtient la
de´composition de Pk en somme directe de projectifs inde´composables. Explicitement,
Pk,0 est le foncteur constant k, et pour 1 ≤ i ≤ q − 1, on peut voir Pk,i(V ) comme le
quotient de Pk(V ) par l’espace vectoriel engendre´ par les [λv] − λi[v], pour λ ∈ k et
v ∈ V .
Soit φ l’automorphisme de la cate´gorie Efk obtenu en tordant l’action des scalaires
par l’automorphisme de Frobenius de k. Le foncteur de pre´composition φ∗ : F(k)→
F(k) est appele´ tors de Frobenius. Il induit, pour tout entier naturel i, une e´quivalence
de cate´gories entre Fi(k) et Fpi(k).
Changement de corps. — Soit K une extension finie de k. Les foncteurs d’ex-
tension des scalaires t : Ek → EK et de restriction des scalaires τ : EK → Ek sont
mutuellement adjoints (i.e. t est adjoint a` droite et a` gauche a` τ), de meˆme que leurs
variantes entre Efk et EfK , que nous noterons encore t et τ par abus. On en de´duit que les
foncteurs τ∗t∗ : F(k) → F(K) et τ∗t∗ : F(K) → F(k) sont mutuellement adjoints.
On rappelle que l’indice (resp. exposant) e´toile´ indique la postcomposition (resp.
pre´composition) — cf. appendice C. Pour plus de de´tails a` ce sujet, voir [FFSS99],
§ 3.
Le foncteur τ∗t∗ : F(K) → F(k) est appele´ encore restriction des scalaires, et
τ∗t∗ : F(k)→ F(K) induction.
1.2. La conjecture artinienne
La terminologie employe´e dans ce qui suit est rappele´e dans l’appendice B.
Nous donnons diffe´rentes formulations e´quivalentes de la conjecture artinienne
(conjecture 1 de l’introduction), qui constitue l’une des motivations essentielles aux
constructions de´veloppe´es dans cet article. Pour la de´monstration et plus de de´tails,
voir [Pow00a] ou [Dja06d].
Proposition 1.2.1. — Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
(1) La cate´gorie F est localement noethe´rienne.
(2) Les projectifs standard PV sont des objets noethe´riens de F .
(3) La cate´gorie F est co-localement artinienne.
(4) Les injectifs standard IV sont des objets artiniens de F .
(5) Le produit tensoriel de deux objets artiniens de F est artinien.
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(6) Le produit tensoriel de deux objets noethe´riens de F est noethe´rien.
(7) Le socle d’un objet de type fini de F est fini.
(8) Les objets injectifs de Fω restent injectifs dans F .
(9) Pour tout foncteur de type fini F de F , l’ensemble des classes d’isomorphisme
de foncteurs simples S de F tels que Ext1F (F, S) 6= 0 est fini.
L’assertion 4 constitue la forme originelle de la conjecture (l’inte´reˆt particulier pour
les injectifs provenant des liens avec les modules instables sur l’alge`bre de Steenrod
— cf. [HLS93]), c’est pourquoi elle est appele´e conjecture artinienne.
Les premie`res avance´es significatives sur la conjecture artinienne remontent a` Piriou
([Pir97]). Powell a accompli plusieurs progre`s importants (cf. [Pow00b], [Pow98c]
et [Pow98a]). Dans [Dja06c], nous de´montrons de nouveaux cas de cette conjecture ;
ceux-ci sont surpasse´s par les re´sultats de´duits de l’e´tude des cate´gories de foncteurs
en grassmanniennes que nous donnerons au chapitre 16.
Il est naturel de poser la question du caracte`re localement noethe´rien ou co-
localement artinien d’autres cate´gories de foncteurs Fct(I, E), ou` I est une cate´gorie
essentiellement petite ve´rifiant l’hypothe`se C.2.9. On ne saurait obtenir une re´ponse
affirmative en ge´ne´ral, comme le montre l’exemple e´le´mentaire suivant. Cependant,
toutes les cate´gories de foncteurs que nous rencontrerons par la suite semblent (( tre`s
probablement )) localement noethe´riennes et co-localement artiniennes.
Exemple 1.2.2. — Soit I la petite cate´gorie telle que Ob I = N et homI(n,m) = ∗
(ensemble a` un e´le´ment) si n = 0 ou n = m, ∅ sinon. Le projectif standard de
type fini P I0 de Fct(I, E) est le foncteur constant k, puisque 0 est objet initial de I.




P Ii → P I0 dont chaque composante P Ii → P I0 est induite par
le morphisme 0→ i associe a` l’objet i l’espace vectoriel k si 0 < i ≤ n, 0 sinon. Aussi
(An)n>0 est-elle une suite strictement croissante de sous-objets de P I0 .
Powell a e´mis la version renforce´e suivante de la conjecture artinienne.
Conjecture 1.2.3 (Conjecture artinienne forte). — Pour tout n ∈ N, le fonc-
teur Pk⊕n est noethe´rien de type n.
1.3. Le foncteur diffe´rence et les objets polynomiaux de F(k)
Ces notions de´pendent exclusivement du caracte`re additif de la cate´gorie source Efk .
Si V est un objet de cette cate´gorie, le foncteur de de´calage par V est l’endofoncteur
de F(k), note´ ∆V , de pre´composition par · ⊕ V : Efk → Efk . Cette construction est
fonctorielle en V ; ainsi, du fait que la composition 0 → k → 0 est l’identite´, et que
∆0 ' idF , on obtient un scindement ∆k ' id⊕∆, ou` ∆ est appele´ foncteur diffe´rence
de F(k).
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Le re´sultat classique suivant (cf. [Pow98b], appendice) est une application des
propositions C.3.2 et C.3.3.
Proposition 1.3.1. — (1) (a) Le foncteur de de´calage ∆V est adjoint a`
droite a` · ⊗ PV ; cette adjonction est naturelle en V .
(b) Le foncteur diffe´rence ∆ est adjoint a` droite a` · ⊗ P¯k.
(2) (a) Le foncteur de de´calage ∆V est adjoint a` gauche a` · ⊗ IV ; cette
adjonction est naturelle en V .
(b) Le foncteur diffe´rence ∆ est adjoint a` gauche a` · ⊗ I¯k.
Notation 1.3.2. — Nous de´signerons par Fn(k) la sous-cate´gorie e´paisse de F(k)
noyau du foncteur exact ∆n+1, ou` n ∈ N. Pour n entier strictement ne´gatif ou −∞,
on convient que Fn(k) est la sous-cate´gorie re´duite a` 0.
De´finition 1.3.3. — Soit F un foncteur de F(k).
(1) On dit que F est polynomial s’il existe n tel que F ∈ ObFn(k). Le plus petit
n ayant cette proprie´te´ s’appelle alors le degre´ de F , et se note degF .
(2) On dit que F est analytique s’il est colimite de ses sous-foncteurs polynomiaux.
On note Fω(k) la sous-cate´gorie pleine de F(k) des foncteurs analytiques.
(3) On dit que F est coanalytique s’il est limite de ses quotients polynomiaux.
La proposition suivante se trouve de´montre´e dans [Kuh94a] (§ 4), par exemple.
Nous de´taillons la de´monstration du corollaire qui s’en de´duit afin d’illustrer des
raisonnements utiles dans d’autres cate´gories de foncteurs.
Proposition 1.3.4. — (1) Les foncteurs projectifs standard de F(k) sont coana-
lytiques.
(2) Les foncteurs injectifs standard de F(k) sont analytiques.
On rappelle (cf. section B.1) qu’un objet pf∞ (resp. co-pf∞) est un objet qui admet
une re´solution projective (resp. injective) de type fini.
Corollaire 1.3.5. — (1) Un foncteur de F(k) est fini si et seulement s’il est
polynomial et a` valeurs de dimension finie.
(2) La sous-cate´gorie pleine Ff (k) des objets finis de F(k) est pre´serve´e par le
produit tensoriel et par le foncteur diffe´rence.
(3) Les objets finis de F(k) sont pf∞ et co-pf∞.
(4) La sous-cate´gorie Fω(k) de F(k) est e´paisse.
(5) Un objet de F(k) est de co-type fini si et seulement s’il est analytique et de
socle fini.
De´monstration. — Le foncteur (∆, ev0) : F → F × E (on rappelle que ev0 de´signe
le foncteur d’e´valuation en 0 — cf. notation C.1.1) est exact et fide`le, car le noyau
de ∆ est constitue´ des foncteurs constants. La proposition B.2.3 montre alors qu’un
foncteur F tel que ∆F est fini et que F (0) est un espace vectoriel de dimension finie
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est lui-meˆme fini. Par re´currence, on en de´duit qu’un foncteur polynomial a` valeurs
de dimension finie est fini. La re´ciproque re´sulte de la proposition 1.3.4, puisqu’un
objet simple se plonge dans un injectif standard.
La deuxie`me assertion de´coule de la premie`re, en raison de l’isomorphisme naturel
∆(F ⊗G) ' (∆F ⊗G)⊕ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗∆G).
Comme le foncteur exact et fide`le (∆, ev0) commute aux colimites, la proposi-
tion B.2.2 montre qu’un foncteur F tel que F (0) est de dimension finie et que ∆F est
pf∞ est lui-meˆme pf∞. On en de´duit le caracte`re pf∞ des objets finis ; le cas co-pf∞
est dual.
La quatrie`me assertion se de´duit de la pre´ce´dente via la proposition B.1.10.
Un objet de co-type fini est toujours de socle fini ; il est aussi analytique, dans F ,
parce que les injectifs standard le sont. La re´ciproque est donne´e par la proposi-
tion B.1.13.
L’assertion 3 de ce corollaire, particulie`rement importante, est due a` L. Schwartz
(cf. [Sch94]).
Filtration polynomiale. — Le foncteur d’inclusion Fn ↪→ F admet un adjoint
a` droite note´ pn : F → Fn ; explicitement, pn(F ) est le plus grand sous-foncteur
polynomial de F ∈ ObF de degre´ au plus n. La suite croissante (pn(F ))n de sous-
foncteurs de F s’appelle sa filtration polynomiale. Les conside´rations e´le´mentaires que
nous rappelons dans la suite de ce paragraphe sont de´taille´es dans [Pow98b], par
exemple ; elles interviendront dans la partie IV.
Concentrons-nous, par commodite´, sur le cas ou` k = F2 est le corps a` deux e´le´ments,
qui sera le noˆtre dans la partie IV. La filtration polynomiale du foncteur injectif





et t∗n : IF2 → IF2n le morphisme de F(F2) induit, la suite suivante est exacte :
(2) 0→ pn−1(IF2)→ IF2
t∗n−→ IF2n .
Le re´sultat suivant joue un roˆle fondamental dans le comportement des foncteurs
∇˜n de Powell et des variantes que nous introduirons.
Lemme 1.3.6. — L’espace vectoriel (IF2/pn−1(IF2))(F2
i) est de dimension 0 si i < n
et 1 si i = n.
Dualement, le foncteur d’inclusion Fn ↪→ F admet un adjoint a` gauche note´ qn :
F → Fn ; il envoie un foncteur sur son plus grand quotient polynomial de degre´ au
plus n. Nous noterons kn(F ), pour F ∈ ObF , le noyau de l’e´pimorphisme canonique
F  qn−1(F ). Le cas qui nous inte´resse ici est dual de la filtration polynomiale de
IF2 : pour le projectif standard PF2 , on peut de´crire kn(PF2) de la fac¸on suivante.
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[v] ∈ PF2(V ).
Alors kn(PF2)(V ) est le sous-espace vectoriel de PF2(V ) engendre´ par les e´le´ments
sW , ou` W parcourt les sous-espaces de dimension n de V .
1.4. Les objets simples de F(k)
La proprie´te´ suivante est une conse´quence classique du caracte`re polynomial des
foncteurs finis de F(k). Dans [Kuh02], on trouvera une de´monstration de cet e´nonce´,
sous une forme plus ge´ne´rale (qui ne suppose plus k premier).
Proposition 1.4.1. — On suppose d = 1, i.e. le corps k premier. Soit n un entier
naturel.
Il existe un diagramme de recollement
Fn−1(k) // Fn(k) //qqmm Modk[Σn]
rr
ll .
Par la proposition B.3.5, on en de´duit le re´sultat suivant.
Corollaire 1.4.2. — Supposons d = 1. La de´composition par le degre´ polynomial





Une autre conse´quence importante de la proposition 1.4.1, qui s’e´tend au corps
d’un corps fini quelconque, est la suivante. On pourra encore se reporter a` [Kuh02].
Proposition 1.4.3. — Les automorphismes des objets simples de F(k) sont re´duits
a` k : k est un corps de de´composition de la cate´gorie F(k).
Comme le produit tensoriel est un bifoncteur exact en chaque variable, que son
unite´ k est finie et qu’il pre´serve les objets finis, il induit une structure d’anneau sur
Gf0 (F(k)).
Quelques proprie´te´s des objets simples de F(F2). — Dans le cas ou` le corps
k est premier, la the´orie classique des repre´sentations des groupes syme´triques (cf.
[Jam78]) permet de de´crire les objets simples de F(k) a` partir des partitions. Nous
rappelons la terminologie et les re´sultats de base en la matie`re, en nous limitant au
corps a` deux e´le´ments, le seul ou` les re´sultats de ce paragraphe interviendront (dans
la partie IV).
De´finition 1.4.4. — (1) Une partition est une suite de´croissante d’entiers
(λi)i∈N∗ qui stationne en 0.
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(2) La longueur l(λ) d’une partition λ est le plus grand entier tel que λl(λ) > 0. Si
λ est identiquement nulle, on convient que l(λ) = 0. Par la suite, on identifiera une
partition λ et le n-uplet (λ1, . . . , λn) si n ≥ l(λ).
(3) Une partition λ est dite 2-re´gulie`re (ou simplement re´gulie`re) si λi > λi+1 pour
1 ≤ i < l(λ).
Nous de´signerons par p l’ensemble des partitions re´gulie`res.
(4) Le degre´ d’une partition λ est l’entier positif |λ| = ∑
i∈N∗
λi. Une partition de
n ∈ N est par de´finition une partition de degre´ n.








On rappelle que les foncteurs simples de F(F2) peuvent se parame´triser par les
partitions 2-re´gulie`res, a` partir des repre´sentations des groupes syme´triques et de
la proposition 1.4.1. Nous suivons ici les notations de [Pow00b], par exemple ; une
pre´sentation de´taille´e des foncteurs simples est donne´e dans [PS98], mais cet article
indexe les foncteurs simples de manie`re diffe´rente (par la partition duale de celle que
nous utilisons).
Notation 1.4.5. — On de´signe par Sλ le foncteur simple associe´ a` une partition
re´gulie`re λ. On note Iλ l’enveloppe injective du foncteur Sλ.
Ainsi, Sλ est un foncteur polynomial de degre´ |λ|.
Une conse´quence formelle de la proposition 1.4.3 est qu’on peut calculer la multi-
plicite´, note´e mλ(F ), d’un foncteur simple Sλ dans un foncteur F , suppose´ a` valeurs
de dimension finie (pour assurer la finitude de cette multiplicite´), par la formule
mλ(F ) = dimF2 homF (F, Iλ).
Notation 1.4.6. — E´tant donne´s une partition re´gulie`re λ et un foncteur
F ∈ ObF(F2), nous abre´gerons l’assertion Sλ est facteur de composition (i.e.
sous-quotient) de F en λ ` F .
Le the´ore`me suivant re´sume les proprie´te´s fondamentales des facteurs de composi-
tion du produit tensoriel, note´ Λλ, des puissances exte´rieures Λλi . Il est l’analogue de
proprie´te´s classiques des modules de Specht dans le contexte des groupes syme´triques
(cf. [Jam78]) ; une de´monstration dans le cadre de la cate´gorie F est donne´e dans
l’article [Kuh94b] de Kuhn (on prendra garde au fait que cet article emploie des
conventions diffe´rentes des noˆtres dans l’indexation des foncteurs simples).
The´ore`me 1.4.7. — Les facteurs de composition de Λλ, ou` λ est une partition de
longueur r de n ∈ N, sont :
– les Sµ, ou` µ parcourt les partitions re´gulie`res de n telles que µ ≥ λ,
– des simples du type Sµ avec |µ| < n, l(µ) < r, µ1 ≥ λ1 et µr−1 ≤ λr.
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En outre, Sλ est facteur de composition unique de Λλ.
Nous rappelons maintenant un re´sultat fondamental dont on dispose sur les pro-
duits tensoriels.
De´finition 1.4.8. — Soient λ et µ deux partitions de longueurs respectives n et r.
Nous appellerons partition concate´ne´e de λ et µ la partition obtenue en re´ordonnant
la suite d’entiers (λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µr) ; elle sera note´e (λ, µ).
Proposition 1.4.9 (Kuhn). — Soient λ et µ des partitions re´gulie`res telles que la
partition (λ, µ) soit re´gulie`re. Alors m(λ,µ)(Sλ ⊗ Sµ) = 1.
Cette proposition est le the´ore`me 6.17.2 de [Kuh94b].
Objets simples de F et repre´sentations des groupes line´aires. — On peut
relier les objets simples de la cate´gorie F(k) aussi bien aux repre´sentations des
groupes syme´triques qu’a` celles des groupes line´aires GLn(k). L’approche utilisant les
groupes line´aires est exploite´e dans l’article de Kuhn [Kuh94b], ou` sont de´montre´s
les re´sultats de ce paragraphe.
Proposition 1.4.10. — Si S est un objet simple de F , alors S(k⊕n) est un GLn(k)-
module nul ou simple pour tout n ∈ N.
Notation 1.4.11. — Soient n ∈ N et λ une partition 2-re´gulie`re telle que λ1 = n.
On de´signe par Rλ le GLn(F2)-module Sλ(F2⊕n).
On peut pre´ciser la proposition 1.4.10 comme suit.
Proposition 1.4.12. — Soient λ une partition 2-re´gulie`re et n ∈ N.
(1) Supposons n = λ1. Alors Rλ est un F2[GLn(F2)]-module a` gauche simple.
(2) Les Rµ forment un syste`me complet de repre´sentants des F2[GLn(F2)]-modules
simples lorsque µ parcourt les e´le´ments de p tels que µ1 = n.
(3) Le F2[GLn(F2)]-module Sλ(F2⊕n) est nul si λ1 > n, e´gal a` Rλ si λ1 = n et
isomorphe a` R(n,λ1,λ1,...,λr) (ou` r = l(λ)) si λ1 < n.
Notation 1.4.13. — Soient n ∈ N et λ une partition 2-re´gulie`re telle que λ1 =
n. Nous noterons mRλ(M) la multiplicite´ du GLn(F2)-module simple Rλ dans un
GLn(F2)-module a` gauche M .
1.5. Les foncteurs ∇˜n : F(F2)→ F(F2) de Powell
Cette section de rappels ne sera pas utilise´e avant la partie IV. En particulier, on
se limite au corps de base F2, bien que Powell ait de´finis les foncteurs ∇˜n sur tout
corps fini (cependant, il se restreint souvent a` F2, ou au moins a` un corps premier,
pour des raisons techniques).
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On prendra garde que les foncteurs note´s ∇˜n sont les duaux de ceux introduits
dans [Pow98b] par Powell, a` qui sont dus tous les re´sultats de cette section : si l’on
note ∇˜Pown les foncteurs ∇˜n de [Pow98b], nos foncteurs ∇˜n satisfont des isomor-
phismes de dualite´ D ◦ ∇˜n ' ∇˜Pown ◦ D et D ◦ ∇˜Pown ' ∇˜n ◦ D. Il n’en re´sultera
aucune confusion par la suite, car nous n’utiliserons jamais les foncteurs ∇˜Pown ,
adapte´s a` l’e´tude de foncteurs analytiques, tandis que nous traiterons de foncteurs
co-analytiques.
De´finition 1.5.1. — E´tant donne´ un entier n > 0, on note ∇˜n l’endofoncteur de
F(F2) noyau de la transformation naturelle ∆F2 ' (− : IF2) (− : pn−1(IF2)) induite
par l’inclusion pn−1(IF2) ↪→ IF2 .
Remarque 1.5.2. — Le foncteur ∇˜n pre´serve les foncteurs a` valeurs de dimension
finie et les foncteurs de type fini.
Proposition 1.5.3. — (1) Le foncteur ∇˜n est additif ; il conserve les injections
et les surjections.
(2) Deux foncteurs ∇˜n et ∇˜m (ou` m ∈ N) commutent toujours (a` isomorphisme
naturel pre`s) ; en particulier, le foncteur ∇˜n commute au foncteur diffe´rence.
Proposition 1.5.4. — Il existe dans F(F2) un isomorphisme
∇˜n(PV ) ' kn(PF2)(V ∗)⊗ PV
naturel en l’espace vectoriel de dimension finie V . En particulier, ∇˜n(PF2⊕n) ' PF2⊕n
et ∇˜n(PF2⊕k) = 0 pour k < n.
Les propositions 1.5.3 et 1.5.4 sont de´montre´es dans [Pow98b].
Notation 1.5.5. — (1) Si λ est une partition de longueur r, nous noterons λ− la
partition de longueur ≤ r de´finie par (λ−)i = λi − 1 pour 1 ≤ i ≤ r.
(2) Si α = (α1, . . . , αk) est une suite finie d’entiers et a ∈ N, on notera α+a =
(α1 + a, . . . , αk + a). Cette notation est e´tendue au cas ou` α est une partition, en
prenant k = l(α) (longueur de la partition α).
L’un des grands inte´reˆts des foncteurs ∇˜n, qui explique leur efficacite´ dans de
nombreux calculs explicites sur les foncteurs simples, re´side dans le re´sultat suivant,
e´tabli dans le § 4.3 de [Pow98b].
Proposition 1.5.6. — Soit λ une partition 2-re´gulie`re.
(1) Le foncteur ∇˜n(Sλ) est nul si et seulement si l(λ) < n.
(2) Supposons λ de longueur n. On a ∇˜n(Sλ) ' Sλ− .
Proposition et de´finition 1.5.7. — La sous-cate´gorie pleine des foncteurs ∇˜n-
nilpotents de F(F2) (i.e. des foncteurs F tels qu’il existe k ∈ N tel que (∇˜n)k(F ) = 0)
est e´paisse. Nous la noterons N il∇˜n .
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Nous de´signerons par N il∇˜n la plus petite sous-cate´gorie localisante de F contenant
N il∇˜n .
C’est le the´ore`me 4.2.3 de [Pow98b] (l’hypothe`se d’analycite´ impose´e par Powell
aux foncteurs ∇˜n-nilpotents n’intervient pas dans la de´monstration).
La conjecture suivante, discute´e par Powell dans [Pow00a], § 3, est une variante
forte de la conjecture artinienne.
Conjecture 1.5.8. — Un objet de type fini de F(F2) est noethe´rien de type n− 1 si
et seulement s’il est ∇˜n-nilpotent.
Nous terminons ce paragraphe par un re´sultat concernant les produits tensoriels.
Il est de´montre´ dans [Pow01] (the´ore`me 1), article qui pre´cise en quoi la notion de
∇˜n-nilpotence fournit une (( bonne )) notion de dimension dans F(F2).
Proposition 1.5.9. — Le produit tensoriel d’un foncteur ∇˜n-nilpotent et d’un fonc-
teur ∇˜m-nilpotent (ou` m ∈ N) est ∇˜n+m−1-nilpotent. En particulier, le produit ten-
soriel d’un foncteur ∇˜n-nilpotent et d’un foncteur fini est ∇˜n-nilpotent.
CHAPITRE 2
LA CATE´GORIE Fsurj
Notation 2.0.1. — Nous noterons Efsurj(k) et Efinj(k) les sous-cate´gories de Efk ayant
les meˆmes objets et dont les morphismes sont respectivement les e´pimorphismes et
les monomorphismes de Efk .
Si I est une partie de N, nous noterons EIsurj(k) la sous-cate´gorie pleine de Efsurj(k)
dont les objets sont les espaces vectoriels dont la dimension appartient a` I.
On introduit enfin les cate´gories de foncteurs
Fsurj(k) = Fct(Efsurj(k), Ek),
Finj(k) = Fct(Efinj(k), Ek),
FIsurj(k) = Fct(EIsurj(k), Ek).
On rappelle que, conforme´ment aux conventions ge´ne´rales, on omettra souvent
toute re´fe´rence au corps k, parlant simplement de la cate´gorie Fsurj , par exemple.
L’ide´e d’e´tudier une cate´gorie de foncteurs en utilisant la cate´gorie de fonc-
teurs auxiliaire obtenue en ne conservant comme morphismes a` la source que les
e´pimorphismes, implicite dans les travaux de Suslin, apparaˆıt chez Scorichenko. Elle
est expose´e dans l’article (( Stable K-theory is bifunctor homology )) (§ 4) de Franjou
et Pirashvili du volume [FFPS03].
Nombre des re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre sont connus, mais ils ne semblent
pas avoir fait l’objet d’une exposition syste´matique dans la litte´rature.
2.1. Ge´ne´ralite´s
Le foncteur de dualite´ (Ef )op → Ef induit une e´quivalence de cate´gories entre
(Efsurj)op et Efinj . On en de´duit une dualite´ entre les cate´gories Fsurj et Finj (cf.
proposition/de´finition C.2.7). Par conse´quent, nous nous bornerons souvent a` e´noncer
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les re´sultats relatifs a` l’une des deux cate´gories, privile´giant, dans ce chapitre, la
cate´gorie Fsurj .
La conside´ration d’une seule de ces cate´gories n’aurait ne´anmoins pas suffit a` nos
investigations ulte´rieures : la cate´gorie Fsurj intervient dans l’e´tude des cate´gories de
foncteurs en grassmanniennes ; en retour, celles-ci fournissent des renseignements non
triviaux sur la cate´gorie Finj — cf. chapitre 13.
Notation 2.1.1. — (1) Si V est un espace vectoriel de dimension finie, nous note-
rons simplement P surjV le projectif standard P
Efsurj
V , et I
surj
V l’injectif standard I
Efsurj
V .







(2) L’espace vectoriel k⊕n de dimension n sera note´ En.
(3) Nous noterons evn = evEn : Fsurj → E et evn = evEn : Fsurj → k[GLn(k)]Mod
les foncteurs d’e´valuation sur l’espace vectoriel En (cf. notation C.1.1). Nous noterons
aussi evn et evn les foncteurs analogues de source Finj .
Les conside´rations de la section C.6 fournissent le re´sultat suivant. La notation ≤ i
en exposant de´signe, selon nos conventions ge´ne´rales, la partie de N e´vidente.
Proposition 2.1.2. — Pour tout n ∈ N, la sous-cate´gorie E≤n−1surj est une sous-
cate´gorie comple`te a` droite de E≤nsurj (cf. de´finition C.6.1). Par conse´quent (cf. co-
rollaire C.6.3), on a un diagramme de recollement







ou` R est le foncteur de restriction et P le prolongement par ze´ro.
Remarque 2.1.3. — Vespa a e´tudie´ (cf. [Ves05], chapitre 3 et [Ves06], § 4) une
cate´gorie de foncteurs Fiso dont la source s’obtient a` partir d’une cate´gorie d’espaces
quadratiques dont toutes les fle`ches sont des monomorphismes, et de ce fait tre`s ana-
logue a` Efinj . Elle utilise une construction de foncteurs de Mackey qui permet d’e´viter
une partie des difficulte´s des cate´gories Finj ou Fsurj : le diagramme de recollement
analogue a` celui de la proposition 2.1.2 est trivial dans Fiso (i.e. la cate´gorie qui ap-
paraˆıt au centre du diagramme se scinde en le produit des deux autres cate´gories —
cf. [Ves06], the´ore`me 4.2), contrairement a` ce qui advient dans Fsurj ou Finj . Ce
phe´nome`ne est a` rapprocher de ce que Fiso posse`de un foncteur de dualite´, alors que
Finj a un comportement (( fortement non auto-dual )).
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Notation 2.1.4. — E´tant donne´ n ∈ N, nous de´signerons par jn∗ : k[GLn(k)]Mod→
Fsurj(k) le foncteur de prolongement par ze´ro (1) obtenu en conside´rant la sous-
cate´gorie relativement connexe Ensurj(k) ' GLn(k) de Efsurj(k). On a ainsi un iso-
morphisme
jn∗ (M)(V ) ' k[Iso(En, V )] ⊗k[GLn(k)]
M
naturel en V ∈ Ob Efk et M ∈ Ob k[GLn(k)]Mod.
Par abus, nous de´signerons de la meˆme fac¸on les foncteurs analogues dans Finj(k).
Nous noterons enfin Isn l’objet jn∗ (k[GLn(k)]) de Fsurj(k), et k(n) = jn∗ (k).
Ainsi, Isn(V ) et k(n)(V ) sont nuls si V n’est pas de dimension n et canoniquement
isomorphes a` k et k[Iso(En, V )] respectivement pour dimV = n.
On prendra garde que le foncteur k(n) e´tait note´ Ssurjn dans les versions ante´rieures
de ce travail (cf. [Dja06d] et [Dja06a]), tandis que jn∗ e´tait note´ i
!
n.
Remarque 2.1.5. — Les endofoncteurs jn∗ ◦evn et ·⊗k(n) de Fsurj sont isomorphes.
Ils sont idempotents et correspondent a` une troncature.
Remarque 2.1.6. — Le foncteur Isn n’est projectif que pour n = 0 (Is0 ' P surj0 )
et n’est jamais injectif. Les groupes d’extensions mettant en jeu les Isn permettent
en quelque sorte de mesurer la diffe´rence cohomologique entre la cate´gorie Fsurj et
le produit des cate´gories des k[GLn(k)]-modules (relie´s par le foncteur exact et fide`le
donne´ par les e´valuations) — voir aussi le lemme 2.3.22 ci-apre`s a` ce sujet.
De´composition scalaire et tors de Frobenius. — La cate´gorie Efsurj n’est pas
k-line´aire, mais elle posse`de une action naturelle du groupe multiplicatif k×. On en
de´duit, de fac¸on analogue a` la proposition C.4.2, l’e´nonce´ suivant.
Proposition et de´finition 2.1.7. — E´tant donne´ un entier i, notons Fsurj,i(k)
la sous-cate´gorie pleine de Fsurj(k) forme´e des foncteurs X tels que X(λ.idV ) =






On notera X '⊕q−1i=1 Xi la de´composition naturelle d’un foncteur X de Fsurj(k)
qu’on en de´duit, ou` Xi ∈ ObFsurj,i(k). On l’appelle de´composition scalaire de X.
Contrairement au cas d’une cate´gorie de foncteurs de source k-line´aire, il n’y a pas
de facteur correspondant a` i = 0 dans cette de´composition. Cela est a` rapprocher
de ce que la sous-cate´gorie pleine des foncteurs constants de Fsurj n’est pas e´paisse,
contrairement a` ce qui se produit dans F (rappelons que la sous-cate´gorie F0 obtenue
(1)Cette notation est utilise´e afin de s’accorder au maximum avec les notations traditionnelles utilise´es
pour les recollements ; l’e´toile est ici sans rapport avec la notation utilise´e pour la postcomposition.
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par la de´composition scalaire est celle des foncteurs constants de F) — cf. aussi
proposition 2.3.9.
L’automorphisme φ de la cate´gorie Efk de´duit du morphisme de Frobenius induit un
automorphisme de la cate´gorie Efsurj(k). La pre´composition par ce foncteur procure
un automorphisme de Fsurj(k) que l’on appellera encore tors de Frobenius. Il induit
une e´quivalence entre les cate´gories Fsurj,i(k) et Fsurj,pi(k).
On a des re´sultats analogues dans Finj(k) et FIsurj , pour I ⊂ N. On obtient par
exemple une variante de la proposition 2.1.2 en remplac¸ant F≤isurj (pour i = n, n− 1)
par F≤isurj,q−1 et GLn(k) par PGLn(k).
Changement de corps. — SiK est une extension finie de k, on dispose de foncteurs
de restriction Fsurj(K) → Fsurj(k) et d’induction Fsurj(k) → Fsurj(K), de´finis
comme dans F . Cependant, ces foncteurs ne sont plus adjoints : les foncteurs de
restriction EfK → Efk et Efk → EfK se restreignent en des foncteurs Efsurj(K)→ Efsurj(k),
mais ces restrictions perdent les proprie´te´s d’adjonction des foncteurs initiaux.
Produit tensoriel total. — Outre sa structure tensorielle usuelle, la cate´gorie
Fsurj posse`de une structure tensorielle qui posse`de l’avantage sur la structure usuelle
de pre´server les objets projectifs, et de bien se comporter a` l’e´gard du foncteur fon-
damental $ : Fsurj → F que nous introduirons dans la section 2.3.
On rappelle que la notation Gr de´signe l’ensemble des sous-espaces d’un espace
vectoriel.
De´finition 2.1.8. — E´tant donne´s deux objets F et G de Fsurj , on appelle produit
tensoriel total de F et G le foncteur note´ F ⊗˜G et de´fini comme suit.





F (V )⊗G(W ).
– Si u : A A′ est un morphisme de Efsurj , le morphisme
(F ⊗˜G)(u) : (F ⊗˜G)(A)→ (F ⊗˜G)(A′)
est de´fini comme la somme directe sur les sous-espaces V et W de A tels que
V +W = A des morphismes




F (V ′)⊗G(W ′)
(ou` l’on note encore, par abus, u pour les morphismes V  u(V ) et W  u(W )
induits par u) — cette de´finition fait sens puisque u(V ) + u(W ) = u(V +W ) =
u(A) = A′.
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Proposition 2.1.9. — (1) Le produit tensoriel total de´finit sur Fsurj une struc-
ture mono¨ıdale syme´trique exacte d’unite´ Is0.
(2) Il existe un monomorphisme naturel F ⊗G ↪→ F ⊗˜G pour F,G ∈ ObFsurj.
La premie`re assertion se ve´rifie par inspection. Le monomorphisme de la seconde
assertion est donne´ par l’inclusion du facteur direct F (V )⊗G(V ) de (F ⊗˜G)(V ) sur
V ∈ Ob Efsurj .
Par la suite, lorsque nous nous re´fe´rerons a` des notions de´pendant d’une structure
tensorielle sur Fsurj , nous utiliserons l’adjectif total lorsqu’il s’agira de la structure
de´finie par ⊗˜ , l’absence de qualificatif signifiant qu’il s’agit de la structure tensorielle
usuelle de´finie par ⊗.
Lemme 2.1.10. — Il existe un unique foncteur Efsurj × Efsurj → Efsurj tel que le
diagramme




Ef × Ef ⊕ // Ef
commute. Il sera encore note´ ⊕ par abus.
Remarque 2.1.11. — Par dualite´, on en de´duit un re´sultat analogue dans la
cate´gorie Efinj , ou` l’on peut aussi de´finir un produit tensoriel total.
Proposition 2.1.12. — Il existe un isomorphisme P surjV ⊗˜P surjW ' P surjV⊕W naturel
en les objets V et W de Efsurj.
De´monstration. — Cette proposition s’obtient en line´arisant l’isomorphisme ensem-
bliste du lemme suivant.





EpiE(A, V )× EpiE(B,W )
naturelle en les objets A, B et E de Efsurj.
Corollaire 2.1.14. — Le produit tensoriel total de deux objets projectifs de Fsurj
est projectif.
2.2. Foncteur de de´calage et objets finis
Nous e´tudions les objets finis de Fsurj et Finj a` l’aide du foncteur de de´calage, qui
joue formellement le meˆme roˆle que le foncteur diffe´rence dans l’e´tude des objets finis
de F .
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De´finition 2.2.1. — E´tant donne´ un espace vectoriel de dimension finie V , on
appelle foncteur de de´calage par V dans Fsurj (resp. Finj) l’endofoncteur de
pre´composition par · ⊕ V .
Notation 2.2.2. — Nous noterons δsurjV (resp. δ
inj
V ) l’endofoncteur de de´calage par
un espace V de la cate´gorie Fsurj (resp. Finj). Lorsque V = k, ce foncteur sera
simplement note´ δsurj (resp. δinj).
De plus, l’exposant surj (resp. inj) sera omis lorsqu’aucune confusion ne pourra
en re´sulter.
Ainsi, l’association V 7→ δV est fonctorielle ; si V est de dimension n, les foncteurs
δV et δn sont isomorphes.
Les foncteurs de de´calage commutent aux limites, aux colimites et au produit
tensoriel (usuel), puisque ce sont des foncteurs de pre´composition.
Proposition 2.2.3. — Il existe un isomorphisme
homFsurj (X ⊗˜P surjA , Y ) ' homFsurj (X, δsurjA (Y ))
naturel en les objets X, Y de Fsurj et A de Efsurj.
De´monstration. — On de´finit un morphisme naturel X → δsurjA (X ⊗˜P surjA ) par les
inclusions
X(V )
X(V )⊗[idA]−−−−−−−−→ X(V )⊗ P surjA (A) ↪→
⊕
W1+W2=V⊕A
X(W1)⊗ P surjA (W2) .
On ve´rifie, graˆce a` la proposition 2.1.12, que l’application naturelle
homFsurj (X ⊗˜P surjA , Y )→ homFsurj (X, δsurjA (Y ))
que l’on en de´duit est un isomorphisme lorque X est un projectif standard. Le cas
ge´ne´ral s’en de´duit par passage a` la colimite.










naturel en les objets A et B de Efsurj.
De´monstration. — Cette proposition s’obtient par line´arisation de la bijection du
lemme 2.1.13 (ou a` partir de la proposition pre´ce´dente et du lemme de Yoneda).
Corollaire 2.2.5. — (1) Les foncteurs de de´calage de Fsurj pre´servent les objets
injectifs et les objets de co-type fini.
(2) Les foncteurs de de´calage de Finj pre´servent les objets projectifs de type fini et
les objets de type fini.
2.2. FONCTEUR DE DE´CALAGE ET OBJETS FINIS 19
Lemme 2.2.6. — (1) Soit X un objet de Fsurj tel que X(0) est de dimension
finie et δ(X) fini dans Fsurj. Alors X est un objet fini de Fsurj.
(2) Soient i ∈ N ∪ {∞} et X un objet de Finj tel que X(0) est de dimension finie
et δ(X) pfi dans Finj. Alors X est un objet pfi de Finj.
De´monstration. — Le foncteur (δsurj , ev0) : Fsurj → Fsurj ×E est exact et fide`le. Le
premier point re´sulte donc de la proposition B.2.3.
Pour le second, on utilise le foncteur (δinj , ev0) : Finj → Finj × E , qui est exact
et fide`le, commute aux colimites et conserve les objets projectifs de type fini (cf.
corollaire 2.2.5). La conclusion est donc donne´e par la proposition B.2.2.
Proposition 2.2.7 (Objets finis, de type fini de Fsurj)
Soit X un objet de Fsurj. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) l’objet X est fini ;
(2) l’objet X est de type fini ;
(3) l’objet X est a` valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur
de´calage δ.
La dernie`re condition de (3) signifie que X(V ) = 0 si dimV est assez grande.
De´monstration. — Il est clair que (1) implique (2).
Le foncteur projectif standard P surjV associe´ a` un espace V de dimension n est a`
valeurs de dimension finie et annihile´ par le foncteur δn+1, puisque Epi (V,W ) = 0 si
dimW ≥ n+ 1. Cela montre que la deuxie`me assertion implique la troisie`me.
Enfin, la troisie`me implique la premie`re par le lemme 2.2.6.
Dualement, on a le re´sultat suivant.
Proposition 2.2.8 (Objets finis, de co-type fini de Finj)
Soit X un objet de Finj. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) l’objet X est fini ;
(2) l’objet X est de co-type fini ;
(3) l’objet X est a` valeurs de dimension finie et nilpotent pour le foncteur
de´calage δ.
Corollaire 2.2.9. — (1) Tout objet de Fsurj est localement fini ; en particulier,
Fsurj est une cate´gorie localement noethe´rienne.
(2) Tout objet de Finj est co-localement fini ; en particulier, Finj est une cate´gorie
co-localement artinienne.
Corollaire 2.2.10. — (1) Les objets finis de Finj sont pf∞.
(2) Les objets finis de Fsurj sont co-pf∞.
De´monstration. — La premie`re assertion s’obtient en combinant le lemme 2.2.6 et la
proposition 2.2.8. La seconde s’en de´duit par dualite´.
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Notation 2.2.11. — On note F lfinj pour (Finj)lf la sous-cate´gorie des objets loca-
lement finis de Finj . Celle-ci est e´paisse parce que les objets finis de Finj sont de
pre´sentation finie, de sorte que l’on peut appliquer la proposition B.1.10.
Corollaire 2.2.12 (Filtration canonique dans Fsurj). — E´tant donne´ n ∈ N,
notons Tn l’endofoncteur de Fsurj compose´ du foncteur de restriction R : Fsurj →
F≤nsurj et du prolongement par ze´ro P : F≤nsurj → Fsurj ; la cou¨nite´ de l’adjonction entre
R et P fournit un monomorphisme Tn ↪→ id.
Pour tout objet F de Fsurj, (Tn(F ))n∈N est une suite croissante de sous-objets de
F de re´union F . Si F est a` valeurs de dimension finie, alors les Tn(F ) sont finis.
Cette filtration est similaire a` la filtration polynomiale dans F (cf. par exemple
[Pow98b], § 2 a` ce sujet). Notons Thomn = Tn/Tn−1 ; il existe un isomorphisme ca-
nonique Thomn (X) ' X ⊗ k(n), ou` k(n) = jn∗ (k) est de´fini dans la notation 2.1.4.
Contrairement a` ce qui advient pour la filtration polynomiale dans F , les foncteurs
Tn et Thomn sont exacts.
Proposition 2.2.13 (Objets simples de Fsurj). — Un objet S de Fsurj est
simple si et seulement s’il existe n ∈ N tel que evn(S) est un k[GLn(k)]-module
simple et que evk(S) = 0 pour k 6= n. Il revient au meˆme de dire que S est isomorphe
a` jn∗ (R) pour un certain n ∈ N et un certain k[GLn(k)]-module simple R.
De´monstration. — Un objet simple dans une sous-cate´gorie e´paisse F≤nsurj reste simple
dans Fsurj ; re´ciproquement, la proposition 2.2.7 montre qu’un objet simple de Fsurj
appartient a` une sous-cate´gorie F≤nsurj . La conclusion s’obtient alors en combinant les
propositions 2.1.2 et B.3.5.
Exemple 2.2.14. — Les objets k(n) sont simples dans Fsurj .
Remarque 2.2.15. — On peut formaliser ce raisonnement en notant que Efsurj est
la colimite filtrante (en un sens a` pre´ciser) des sous-cate´gories E≤nsurj et que, par
conse´quent, Fsurj est la limite filtrante (id.) des F≤nsurj . Kuhn de´taille (dans le cadre
analogue de la cate´gorie F) cet argument dans [Kuh94b], § 2.
Corollaire 2.2.16. — Dans Fsurj, le produit tensoriel total, donc a fortiori le pro-
duit tensoriel usuel, de deux objets finis, est fini. Cela munit le groupe de Grothendieck
Gf0 (Fsurj) d’une structure d’anneau commutatif sans unite´ (le foncteur constant k
n’e´tant pas fini) via ⊗, et d’une structure d’anneau commutatif (unitaire, le foncteur
Is0 e´tant fini) via ⊗˜ . Il est isomorphe, pour la premie`re structure, a` l’ide´al⊕
n∈N
Gf0 (k[GLn(k)]Mod)
de l’anneau produit ∏
n∈N
Gf0 (k[GLn(k)]Mod)
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(chaque facteur e´tant muni de la structure d’anneau induite par le produit tensoriel
sur k).
2.3. Le foncteur $ : Fsurj → F
Nous e´tablissons dans cette section les liens e´le´mentaires entre les cate´gories F et
Fsurj .
Le foncteur d’oubli o : F → Fsurj. —
Notation 2.3.1. — Le foncteur de pre´composition par le foncteur d’inclusion
Efsurj → Ef sera note´ o : F → Fsurj .
Ce foncteur est exact et fide`le.
Proposition 2.3.2. — L’image par le foncteur o : F → Fsurj d’un objet simple de
F est un objet unise´riel (2) de Fsurj, dont la filtration canonique est l’unique suite de
composition.
De´monstration. — Soient S un objet simple de F et X un quotient de o(S). Pour
tout n ∈ N, la projection pin : S(En)  X(En) est soit nulle, soit un isomorphisme,
par la proposition 1.4.10.









pour m ≥ n (induits par un e´pimorphisme arbitraire Em  En) montre que X(En) =
0 si X(Em) = 0. Cela de´montre la proposition.
Nous spe´cifions maintenant le cas particulier, imme´diat mais important, du fonc-
teur constant de F .
Notation 2.3.3. — Pour tout i ∈ N, on de´signe par k≥i l’image du foncteur constant
k de F≥isurj par le foncteur de prolongement par ze´ro P : F≥isurj → Fsurj .
Corollaire 2.3.4. — Pour tout n ∈ N, il existe une suite exacte 0→ k(n)→ k≥n →
k≥n+1 → 0. De plus, k(n) est le socle de k≥n.
L’objet k de Fsurj est unise´riel, de suite de composition k(0),k(1), . . . ,k(n), . . .
(2)i.e. l’inclusion est un ordre total sur l’ensemble de ses sous-objets.
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Ce re´sultat est a` comparer avec le re´sultat fondamental sur la structure du foncteur
I¯F2 de F(F2) : la filtration polynomiale de ce foncteur est son unique suite de compo-
sition, et son n-ie`me quotient est isomorphe au foncteur n-ie`me puissance exte´rieure
Λn, qui correspond a` la repre´sentation triviale de GLn(F2). De plus, I¯F2 est le (( plus
petit )) injectif inde´composable non constant de F(F2). Le foncteur k ' Isurj0 est
le (( plus petit )) injectif inde´composable de Fsurj(k) ; sa filtration canonique est son
unique suite de composition, et son n-ie`me quotient est Thomn (k) ' k(n) (cf. corol-
laire 2.2.12), qui correspond a` la repre´sentation triviale de GLn(k) (noter qu’ici on a
e´galement un facteur pour n = 0).
Le corollaire 2.3.4 interviendra de fac¸on cruciale au chapitre 10.1.
L’adjonction entre les foncteurs o et $. —
Proposition et de´finition 2.3.5. — Il existe un foncteur exact et fide`le, note´ $ :
Fsurj → F , donne´ de la fac¸on suivante.







– Si X est un objet de Fsurj et V f−→ V ′ une fle`che de Ef , et si W et W ′
sont des sous-espaces respectifs de V et V ′, la composante X(W ) → X(W ′) de(
$(X)
)
(f) est e´gale a` X(g) si f(W ) = W ′, ou` g est l’e´pimorphisme W  W ′
induit par f et nulle sinon.
– Si X u−→ Y est une fle`che de Fsurj, le morphisme $(u) : $(X)→ $(Y ) de F
est de´fini, sur l’espace vectoriel de dimension finie V , comme la somme directe
sur les sous-espaces W de V des morphismes uW : X(W )→ Y (W ).
Proposition 2.3.6. — (1) Le foncteur o est adjoint a` droite au foncteur $.
(2) Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme
$(P surjV ) ' PV .
(3) Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, on a un isomorphisme o(IV ) '⊕
W∈Gr(V )
IsurjW .
(4) Le foncteur o pre´serve les objets de co-type fini et, plus ge´ne´ralement, les objets
co-pfi, ou` i ∈ N ∪ {∞}.
(5) Il existe un isomorphisme $(X ⊗˜Y ) ' $(X)⊗$(Y ) naturel en les objets X
et Y de Fsurj.
De´monstration. — Soient X un objet de Fsurj et F un objet de F . Un morphisme
$(X) → F est la donne´e, pour tout V ∈ Ob Ef et tout sous-espace W de V , d’une
application line´aire uV,W : X(W )→ F (V ) de sorte que, pour tout f ∈ homEf (V, V ′),











// F (V ′)
commute, ou` l’on a pose´ W ′ = f(W ). Les applications line´aires uV,V fournissent en
particulier un morphisme X → o(F ) dans Fsurj .
Re´ciproquement, si a : X → o(F ) est une fle`che de Fsurj , de´finissons, pour
V ∈ Ob Ef etW ∈ Gr(V ), une application line´aire uV,W : X(W ) aW−−→ F (W ) ↪→ F (V ),
la dernie`re fle`che e´tant induite par l’inclusion. Il est clair que les diagrammes (3)
commutent, de sorte que u fournit un morphisme $(X)→ F dans F . On ve´rifie aus-
sitoˆt que les deux applications naturelles entre homFsurj (X, o(F )) et homF ($(X), F )
de´finies pre´ce´demment sont re´ciproques l’une de l’autre, ce qui e´tablit le premier
point.
Les assertions 2 et 3 s’obtiennent par adjonction a` partir du lemme de Yoneda :
on a des isomorphismes naturels
homF ($(P
surj
V ), F ) ' homFsurj (P surjV , o(F )) ' o(F )(V ) = F (V ) ' homF (PV , F )
et








La quatrie`me assertion provient de la troisie`me et de l’exactitude de o.
La dernie`re s’obtient a` partir de la de´composition ensembliste naturelle des couples
de sous-espaces d’un espace vectoriel V suivante :
{(A,B) |A,B ∈ Gr(V )} =
∐
W∈Gr(V )
{(A,B) |A,B ∈ Gr(W ), A+B =W}.
Remarque 2.3.7. — L’isomorphisme de la dernie`re assertion est adjoint au mono-
morphisme canonique F ⊗˜G ↪→ o($(F )⊗$(G)) donne´ sur l’espace A par l’injection
du facteur direct ⊕
V+W=A
F (V )⊗G(W ) ↪→
⊕
V,W∈Gr(A)
F (V )⊗G(W ).
Proposition 2.3.8. — Soient F un objet de F et i ∈ N ∪ {∞}.
(1) Si o(F ) est artinien, alors F est artinien.
(2) Si o(F ) est co-pfi, alors F est co-pfi.
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De´monstration. — Le foncteur o est exact et fide`le, ce qui fournit la premie`re asser-
tion, en appliquant la proposition B.2.1. De plus, il commute aux limites et transforme
les coge´ne´rateurs injectifs de Fsurj en des objets injectifs de co-type fini. La variante
duale de la proposition B.2.2 donne donc la deuxie`me partie de la proposition.
La proposition suivante, que l’on ve´rifie par inspection, pre´cise la compatibilite´
entre les foncteurs o et $ d’une part, et la de´composition scalaire et le tors de Fro-
benius d’autre part.
Proposition 2.3.9. — (1) Soit F ∈ ObF . Il existe des isomorphismes naturels
o(F )i ' o(Fi) pour 1 ≤ i < q − 1 et o(F )q−1 ' o(Fq−1)⊕ o(F (0)).
(2) Soit X ∈ ObFsurj. Il existe des isomorphismes naturels $(X)0 ' X(0),
$(X)i ' $(Xi) pour 1 ≤ i < q − 1 et $(X)q−1 ' $(Xq−1)/X(0).
(3) Les foncteurs o et $ commutent au tors de Frobenius, a` isomorphisme naturel
pre`s.
De fac¸on similaire, le foncteur o commute aux foncteurs de restriction et d’induction
associe´s a` une extension finie du corps k. En revanche, le comportement du foncteur
$ relativement aux changements de corps est de´licat.
Nous donnons maintenant quelques traductions dans le cadre de la cate´gorie Finj
de la proposition 2.3.6.
Proposition et de´finition 2.3.10. — (1) Nous noterons oinj : F → Finj le
foncteur d’oubli (pre´composition par l’inclusion Efinj → Ef ) ; il est exact et fide`le.
De plus, il pre´serve les objets de type fini.





le morphisme $inj(X)(V ) → $inj(X)(V ′) induit par une application line´aire f :
V → V ′ ayant pour composante X(V/W )→ X(V ′/W ′) l’application X(f¯), ou` f¯ est
le monomorphisme V/W → V ′/W ′ induit par f , si W = f−1(W ′), 0 sinon.
(3) Le foncteur $inj est adjoint a` droite a` oinj.
Nous avons note´ oinj le foncteur d’oubli de F vers Finj , et simplement o plutoˆt que
osurj le foncteur d’oubli de F vers Fsurj (qui est dual du pre´ce´dent), car ce dernier
interviendra beaucoup plus souvent.
Une proprie´te´ homologique du foncteur $. — Le comportement homologique
ge´ne´ral de $ semble de´licat ; dans le cas d’une action des groupes line´aires sur les
foncteurs conside´re´s, on dispose cependant de l’utile re´sultat suivant.
Proposition 2.3.11. — Soient n un entier strictement positif et Z un objet de Fsurj
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
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(1) l’action du groupe line´aire sur le GLn+1(k)-module M = evn+1(Z) (resp. le
GLn(k)-module N = evn(Z)) est triviale ;
(2) le morphisme u : M → N induit par la projection En+1  En sur les n
premie`res coordonne´es est injectif ;
(3) on a Z(Ek) = 0 si k /∈ {n, n+ 1}.




0→ $(Y )→ $(Z)→ $(X)→ 0
de F obtenue par application du foncteur exact $ a` la suite exacte 0 → Y → Z →
X → 0 de Fsurj est essentielle.
De´monstration. — Conside´rons un morphisme f : $(Z)→ F de F dont la restriction
a` $(Y ) est injective. On e´tablit que l’application line´aire fV : $(Z)(V )→ F (V ) est
injective pour tout V ∈ Ob Ef par re´currence sur dimV . C’est clair si dimV ≤ n,
nous supposerons donc dimV > n.
Soit a un e´le´ment de ker fV ; si W (resp. B) est un sous-espace de dimension n+1
(resp. n) de V , notons xW (resp. yB) l’e´le´ment de M (resp. N) correspondant a` la
composante de a dans X(W ) ' M (resp. Y (B) ' N). Pour tout e´le´ment v non nul
de V , l’hypothe`se de re´currence montre que l’image de a dans $(Z)(V/v) est nulle.
Soient H un sous-espace de dimension n de V/v et W son image re´ciproque dans V :






E´tant donne´ un sous-espace W de dimension n + 1 de V , faisons la somme des










Card (W \B) yB .
Mais comme n > 0, les cardinaux qui apparaissent dans cette somme, e´gaux a`
qn+1 − qn, sont nuls dans k, d’ou` u(xW ) = 0.
Comme u est suppose´ injectif, cela donne xW = 0 ; autrement dit, a ∈ $(Y )(V ).
Puisque la restriction a` $(Y )(V ) de fV est par hypothe`se injective, il vient finalement
a = 0. Ainsi, l’extension de l’e´nonce´ est bien essentielle.
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Foncteurs de Powell. — Les duaux des foncteurs de´finis ci-apre`s ont e´te´ introduits
par Powell dans [Pow98c] (ou` la cate´gorie Fsurj n’apparaˆıt pas explicitement) sous
le nom de foncteurs co-Weyl ; il en a montre´ l’inte´reˆt dans l’e´tude de la conjecture
artinienne.
De´finition 2.3.12. — On appelle foncteur de Powell l’image par le foncteur $ :
Fsurj → F d’un objet simple de Fsurj .
Nous nommerons filtration de Powell d’un foncteur F de F toute filtration finie
0 = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = F
de F dont les sous-quotients Ai/Ai−1 sont des foncteurs de Powell.
Notation 2.3.13. — Soient n ∈ N et λ une partition 2-re´gulie`re telle que λ1 = n.
On note Qλ le foncteur de Powell $(jn∗ (Rλ)) de F(F2).
On note e´galement G¯(n) le foncteur de Powell $(k(n)) de F(k).
Dans [Pow98c], les foncteurs posse´dant une filtration de Powell sont appele´s fonc-
teurs DJ-bons. De nombreuses proprie´te´s en sont e´tablies. Nous nous contenterons
de de´montrer la stabilite´ par produit tensoriel, particulie`rement commode avec le
formalisme de la cate´gorie Fsurj .
Proposition 2.3.14. — Si X est un objet fini de Fsurj, alors $(X) admet une
filtration de Powell.
Cette proprie´te´ re´sulte de l’exactitude du foncteur $.
Exemple 2.3.15. — Les projectifs standard PV ' $(P surjV ) de F admettent une
filtration de Powell.
Corollaire 2.3.16. — Le produit tensoriel de deux foncteurs de F posse´dant une
filtration de Powell admet une filtration de Powell.
De´monstration. — Cela provient de l’isomorphisme ω(X) ⊗ ω(Y ) ' ω(X ⊗˜Y )
(dernie`re assertion de la proposition 2.3.6), de la stabilite´ des objets finis de Fsurj
par produit tensoriel total (cf. corollaire 2.2.16) et de l’exactitude du produit tensoriel
de F .
Ce corollaire, qui illustre l’inte´reˆt du produit tensoriel total, est e´tabli dans
[Pow98c] a` partir d’un crite`re homologique pour l’existence d’une filtration de
Powell.
Signalons e´galement le lien entre les objets simples de F et Fsurj re´alise´ par les
foncteurs de Powell, qui se de´duit de [Pow98c], § 2.3 (cf. aussi [Kuh94b]).
Proposition 2.3.17 (Kuhn-Powell). — Le cosocle d’un foncteur de Powell est
simple. De plus, tout foncteur simple de F est le cosocle d’un unique foncteur de
Powell, a` isomorphisme pre`s.
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Remarque 2.3.18. — Cette proprie´te´ procure un isomorphisme de groupes
Gf0 (F) ' Gf0 (Fsurj). En revanche, les structures multiplicatives sur Gf0 (Fsurj)
et Gf0 (F) semblent fort de´licates a` comparer.
Liens avec la conjecture artinienne. — A` l’aune du corollaire 2.2.9, les
proble`mes de finitude dans Fsurj se posent en les termes suivants.
Conjecture 2.3.19. — La cate´gorie Fsurj est co-localement artinienne.
Par dualite´, cette conjecture e´quivaut au caracte`re localement noethe´rien de Finj .
Proposition 2.3.20. — La conjecture 2.3.19 implique la conjecture artinienne.
De´monstration. — Si la conjecture 2.3.19 est ve´rifie´e, o(IV ) est artinien pour tout
V ∈ Ob Ef (cf. proposition 2.3.6. 3) ; la proposition 2.3.8 montre que les injectifs
standard IV de F sont alors e´galement artiniens.
Il ne semble en revanche exister aucun argument formel pour obtenir la re´ciproque
de la proposition 2.3.20.
Notation 2.3.21. — E´tant donne´ n ∈ N, nous noterons P˜ (n) l’objet $(Isn) de F
(on rappelle que le foncteur Isn est de´fini dans la notation 2.1.4).
On a ainsi un isomorphisme canonique P˜ (n)(V ) ' k[PlEf (En, V )] pour V ∈ Ob Ef
(on rappelle que PlEf (En, V ) de´signe l’ensemble des monomorphismes En ↪→ V dans
la cate´gorie Ef ).
Lemme 2.3.22. — (1) E´tant donne´ un objet X de Fsurj, les assertions suivantes
sont e´quivalentes.
(a) L’objet X est de co-type fini.
(b) L’ensemble
{n ∈ N |hom (Isn, X) 6= 0}
est fini et X est a` valeurs de dimension finie.
(c) Le socle de X est fini.
(2) E´tant donne´ un objet co-tf X de Fsurj, les assertions suivantes sont
e´quivalentes.
(a) L’objet X est co-pf.
(b) L’ensemble
{n ∈ N |Ext1(Isn, X) 6= 0}
est fini.
Proposition 2.3.23. — La conjecture artinienne e´quivaut a` l’assertion suivante :
pour tout objet de co-type fini F de F , l’ensemble
{n ∈ N |Ext1F (P˜ (n), F ) 6= 0}
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est fini.
Le lemme et la proposition pre´ce´dents sont laisse´s au lecteur, qui pourra en trouver
la de´monstration dans [Dja06d], § 5.4.2 (p. 126).
Powell a e´mis, a` partir des re´sultats de [Pow98c], la conjecture suivante, dont nous
proposerons une version renforce´e ulte´rieurement.
Conjecture 2.3.24 (Conjecture artinienne tre`s forte)
Pour tout objet simple S de Fsurj tel que evn(S) 6= 0, le foncteur de Powell $(S)
est simple noethe´rien de type n.
2.4. Liens avec les syste`mes de coefficients
Nous rappelons la de´finition de Dwyer de la cate´gorie des syste`mes de coefficients
([Dwy80], § 2).
Convention 2.4.1. — Soient m et n des entiers tels que 0 ≤ n ≤ m. Dans cette
section, on note Rn : k[GLn+1(k)]Mod → k[GLn(k)]Mod le foncteur de restriction. Le
groupe GLn(k) est plonge´ dans GLm(k) par






On note ln,m : En ↪→ Em l’inclusion x 7→ (x, 0).
On note enfin GL(m,n) le sous-groupe de GLm(k) des automorphismes g de Em
tels que g ◦ ln,m = ln,m.
Remarque 2.4.2. — Comme le sous-groupe GLn(k) de GLm(k) normalise
GL(m,n), on peut voir le foncteur M 7→ MGL(m,n) (invariants sous l’action de
GL(m,n)) de´fini sur les GLm(k)-modules comme un sous-foncteur de la restriction
Rn . . .Rm−1 : k[GLm(k)]Mod→ k[GLn(k)]Mod.
De´finition 2.4.3. — On note Efcoef la cate´gorie dont les objets sont les espaces En
pour n ∈ N, les morphismes e´tant donne´s par homEfcoef (En, Em) = GLm(k) si n ≤ m,
∅ si n > m, et ou` la composition est de´finie comme suit. Si 0 ≤ n ≤ m ≤ k
sont des entiers, la compose´e g ◦ h, ou` g ∈ homEfcoef (Em, Ek) = GLk(k) et h ∈
homEfcoef (En, Em) = GLm(k), est l’e´le´ment g.αm,k(h) deGLk(k) = homEfcoef (En, Ek).
On note Coef la cate´gorie Fct(Efcoef , E) ; ses objets sont appele´s syste`mes de coef-
ficients.
Remarque 2.4.4. — Dans [Dwy80], un syste`me de coefficients est une suite
(Mn)n∈N, ou` Mn est un GLn(k)-module a` gauche, munie de morphismes de GLn(k)-
modules rn :Mn → Rn(Mn+1).
L’e´quivalence entre cette de´finition et la noˆtre re´sulte de ce que la cate´gorie
Efcoef est engendre´e (cf. [ML71], chapitre II, § 8) par les e´le´ments de GLn(k) =
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homEfcoef (En, En) et les morphismes in,m : En → Em correspondant a` Im ∈ GLm(k),
pour n ≤ m, soumis aux relations in,n+1g = αn,n+1(g) ∈ homEfcoef (En, En+1) pour
n ∈ N et g ∈ GLn(k).
Lemme 2.4.5. — On de´finit un foncteur plein et essentiellement surjectif Efcoef →
Efinj de la fac¸on suivante :
– on associe a` l’objet En de Efcoef l’objet En de Efinj ;
– si 0 ≤ n ≤ m sont des entiers, on associe a` g ∈ homEfcoef (En, Em) = GLm(k)
le monomorphisme En ↪→ Em compose´ de l’inclusion ln,m : En ↪→ Em et de
l’automorphisme g : Em → Em.
Ce lemme se ve´rifie par inspection.
Notation 2.4.6. — On note C : Finj → Coef le foncteur de pre´composition par le
foncteur du lemme 2.4.5.
On rappelle que la notion de sous-cate´gorie de Serre est introduite dans la
de´finition B.1.9.
Proposition 2.4.7. — Le foncteur C est pleinement fide`le ; son image est une sous-
cate´gorie de Serre de Coef .
De´monstration. — Ce re´sultat s’obtient en combinant le lemme 2.4.5 et la proposi-
tion C.1.4.
On peut pre´ciser cette proprie´te´ comme suit.
Proposition 2.4.8. — L’image essentielle du foncteur C est constitue´e des syste`mes
de coefficients ((Mn), (rn)) tels que im rmrm−1 . . . rn ⊂ Mm+1GL(m+1,n) pour tous
entiers n et m tels que 0 ≤ n ≤ m, ou` l’on utilise les notations de la remarque 2.4.4
pour les syste`mes de coefficients.
De´monstration. — C’est une conse´quence formelle de l’observation suivante : le sque-
lette de la cate´gorie Efinj constitue´ des espaces En est engendre´ par les inclusions ln,n+1
et les e´le´ments des diffe´rents GLn(k), soumis aux relations αn(g)◦ ln = ln ◦g pour g ∈
GLn(k), g ◦ h = gh pour g, h ∈ GLn(k) et g ◦ ln,m = ln,m pour g ∈ GL(m+1, n).
Remarque 2.4.9. — En particulier, tous les syste`mes de coefficients appartenant a`
l’image du foncteur C sont centraux au sens de [Dwy80], § 2.
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Les cate´gories Coef lf et Coef/Coef lf . — Le foncteur de de´calage δinj : Finj →
Finj admet un rele`vement a` Coef . Pre´cise´ment, il existe un endofoncteur exact δcoef









Coef δcoef // Coef
commute (a` isomorphisme canonique pre`s).
Le foncteur δcoef s’obtient par pre´composition par l’endofoncteur de Efcoef donne´







(δcoef est le foncteur Σ de [Dwy80], § 2).
On e´tablit, par la meˆme me´thode que celle employe´e dans Finj , le re´sultat suivant.
Proposition 2.4.10. — (1) Un objet de Coef est fini si et seulement s’il est nil-
potent pour le foncteur δcoef et a` valeurs de dimension finie.
(2) Tout objet fini de Coef est pf∞. Par conse´quent, la sous-cate´gorie pleine Coef lf
de Coef des syste`mes de coefficients localement finis est e´paisse.
Soit GL(k) la colimite des groupes line´aires GLn(k) (relativement aux inclusions
αn,m). On peut voir GL(k) comme le groupe des automorphismes line´aires g de l’es-
pace vectoriel E∞ = colim
n∈N
En tels que ker (g − id) est de codimension finie.
On de´finit un foncteur ecoef : Coef → k[GL(k)]Mod par ecoef (X) = colim
n∈N
X(En),
l’action du groupe line´aire GL(k) provenant de l’action de GLn(k) sur X(En).
Proposition 2.4.11. — (1) Le foncteur ecoef est adjoint a` gauche au foncteur c :
k[GL(k)]Mod ' Fct(GL(k), E) → Coef = Fct(Efcoef , E) donne´ par la pre´composition
par le foncteur Efcoef → GL(k) obtenu en plongeant les ensembles de morphismes
GLn(k) dans GL(k).
(2) Le foncteur ecoef induit une e´quivalence entre les cate´gories Coef/Coef lf et
k[GL(k)]Mod.
De´monstration. — Si P est un ge´ne´rateur projectif standard de Coef , il existe un
isomorphisme canonique ecoef (P ) ' k[GL(k)]. On en de´duit, pour tout GL(k)-module
M , un isomorphisme canonique
homk[GL(k)](ecoef (P ),M) 'M ' homCoef (P, c(M)).
Cela donne la premie`re assertion, en e´crivant un objet de Coef comme colimite de
projectifs standard, puisque le foncteur ecoef commute aux colimites.
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La premie`re partie de la proposition 2.4.10 implique que le noyau du foncteur exact
ecoef est e´gal a` Coef lf ; il induit donc un foncteur exact et fide`le Coef/Coef lf →
k[GL(k)]Mod.
La conclusion s’obtient alors formellement a` partir des deux observations suivantes :
(1) la cou¨nite´ ecoefc→ id de l’adjonction est un isomorphisme ;
(2) l’unite´ id→ cecoef induit un isomorphisme apre`s application du foncteur ecoef .
Remarque 2.4.12. — L’anneau k[GL(k)] n’est pas noethe´rien a` gauche. En effet, si
l’on note An = ker (k[GL(k)] k[GL(k)/GLn(k)]), les An forment une suite stricte-
ment croissante d’ide´aux a` gauche de k[GL(k)]. Par conse´quent, la proposition 2.4.11
montre que la cate´gorie Coef n’est pas localement noethe´rienne.
Ce phe´nome`ne est a` rapprocher de l’exemple 1.2.2 : dans cet exemple, l’obstruction
au caracte`re noethe´rien de la cate´gorie de foncteurs conside´re´e est de nature (( com-
binatoire )) (la cate´gorie source n’a pas d’endomorphismes non identiques). Ici, l’obs-
truction vient plutoˆt de la the´orie des groupes.
Notation 2.4.13. — Nous noterons e : Finj(k)→ k[GL(k)]Mod le foncteur compose´
Finj(k) C−→ Coef  Coef/Coef lf ' k[GL(k)]Mod.
Explicitement, e(X) est la colimite des espaces vectoriels X(En).
Exemple 2.4.14. — Le foncteur e annihile les foncteurs injectifs standard de Finj
(car ceux-ci sont finis), mais posse`de un comportement non trivial sur les projectifs :
on a e(P injV ) ' k[PlE(V,E∞)]. En particulier, e(k) ' k (k[GL(k)]-module constant)
et e(P injF2 ) ' F2[E∞ \ {0}].
Remarque 2.4.15. — Le foncteur e est beaucoup moins e´le´mentaire que le foncteur
analogue F(k) → k[M(k)]Mod, ou` M(k) de´signe le mono¨ıde sans unite´ colimite des







Pour une discussion a` ce sujet, voir [Kuh94b], § 3.
La proposition suivante pre´cise l’image du foncteur e.
Proposition 2.4.16. — Le foncteur C : Finj → Coef induit une e´quivalence entre
la cate´gorie Finj/F lfinj et la sous-cate´gorie de Serre de Coef/Coef lf ' k[GL(k)]Mod
des GL(k)-modules M tels que M = colim
n∈N
MGL(∞,n), ou` GL(∞, n) de´signe le sous-
groupe de GL(k) des automorphismes g tels que g(x) = x pour x ∈ En.
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De´monstration. — Le diagramme commutatif (4) montre qu’un objet X de Finj est
fini si et seulement si son image par le foncteur C est finie. Comme ce foncteur
commute aux colimites, un objet de Finj est localement fini si et seulement s’il en est
de meˆme pour son image par C. Ainsi, ce foncteur induit un foncteur exact et fide`le
Finj/F lfinj → Coef/Coef lf ' k[GL(k)]Mod.
D’autre part, le lemme de Yoneda montre que le foncteur e admet un adjoint a`
droite r donne´ par
r(M) = homGL(k)(k[PlE(V,E∞)],M).
Comme PlE(En, E∞) est un GL(k)-ensemble transitif, et que le stabilisateur de
l’inclusion canonique En ↪→ E∞ est GL(∞, n), on a r(M)(En) ' MGL(∞,n). En
particulier, la cou¨nite´ de l’adjonction er → id est un monomorphisme. On en de´duit
formellement, comme dans la de´monstration de la proposition 2.4.11, que le foncteur
Finj/F lfinj → k[GL(k)]Mod qui nous inte´resse induit une e´quivalence entre Finj/F lfinj
et la sous-cate´gorie pleine de k[GL(k)]Mod des GL(k)-modules M tels que la cou¨nite´
er(M)→M est un isomorphisme, d’ou` la proposition.
CHAPITRE 3
CATE´GORIES DE COMODULES SUR UN FONCTEUR
EN COALGE`BRES DE BOOLE
Ce chapitre est consacre´ a` la description de certaines cate´gories de foncteurs comme
cate´gories de comodules (ou de modules) dans d’autres cate´gories de foncteurs. Ces
observations, qui constituent le point de de´part des recherches sur les cate´gories de
foncteurs en grassmanniennes, posse`dent des implications qui de´passent largement les
jeux assez formels d’adjonction qui sous-tendent les de´monstrations des re´sultats de ce
chapitre. De fait, bien que ceux-ci restent longtemps peu utilise´s de manie`re explicite,
ils jouent un roˆle crucial dans la de´monstration du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´
e´tabli dans le chapitre 16, the´ore`me qui constitue l’un des re´sultats les plus significatifs
de tout cet article. Pre´cise´ment, une e´tape essentielle de cette de´monstration, donne´e
dans la proposition 16.2.6, consiste a` exhiber un sous-foncteur idoine C ′ d’un foncteur
donne´ C dans une cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes, vue comme cate´gorie de
comodules convenable de F . Ce sous-foncteur C ′ est construit comme colimite d’une
certaine suite de sous-foncteurs de C dans F (ils n’ont pas de structure de comodule) ;
on de´montre ensuite que cette colimite C ′ est un sous-comodule de C.
Venons-on au contenu proprement dit du pre´sent chapitre. On y expose des
re´sultats formels ge´ne´ralisant, en termes de cate´gories de foncteurs, l’observation
suivante. Soit X un ensemble, munissons l’espace vectoriel k[X] de la structure de
coalge`bre donne´e par la diagonale [x] 7→ [x] ⊗ [x] et la cou¨nite´ [x] 7→ 1. La cate´gorie
des k-espaces vectoriels X-gradue´s est naturellement e´quivalente a` la sous-cate´gorie
Comodk[X] des k[X]-comodules de Ek. Une coalge`bre du type k[X] est appele´e
coalge`bre de Boole, car, lorsque k = F2, la structure de coalge`bre sur F2[X] est duale
de la structure d’alge`bre de Boole de F2X .
L’e´tude de cate´gories de modules ou de comodules sur des objets pre´sentant une
structure de type boole´en dans un contexte proche des cate´gories de foncteurs remonte
aux travaux des anne´es 90 sur les modules instables sur l’alge`bre de Steenrod.
Dans la deuxie`me partie de l’article [HLS93] (the´ore`me 1.5), Henn, Lannes et
Schwartz e´tablissent un lien fondamental entre les foncteurs en alge`bres de Boole de
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la cate´gorie F(Fp) et les alge`bres instables sur l’alge`bre de Steenrod modulo p (voir
aussi [Lan92]). Ils utilisent dans [HLS95] des structures de module sur ces alge`bres
pour e´tudier la cohomologie e´quivariante modulo p. Des conside´rations analogues
apparaissent dans les travaux de Lannes et Zarati (cf. [LZ95]).
Les ide´es sous-jacentes relatives aux alge`bres instables boole´ennes pre´sentes dans
les articles [HLS93] et [LZ95] sont dues a` J. Lannes, qui les a inaugure´es dans l’ap-
pendice de [LZ87] (the´ore`me A.2.2, connu sous le nom de principe de line´arisation).
Convention 3.0.1. — Dans toute ce chapitre, on se donne une cate´gorie essentiel-
lement petite I.
Remarque 3.0.2. — L’hypothe`se de finitude du corps k n’interviendra pas dans ce
chapitre.
3.1. La cate´gorie de comodules Fct(I\X , Ek)
Cette section a pour but d’identifier les cate´gories de comodules sur un foncteur
obtenu par line´arisation d’un foncteur ensembliste a` des cate´gories de foncteurs conve-
nables.
Convention 3.1.1. — Dans cette section, X de´signe un foncteur de I vers Ens.
Notation 3.1.2. — On de´finit une cate´gorie I\X de la manie`re suivante.
– Les objets de I\X sont les couples (E, x), ou` E est un objet de I et x un
e´le´ment de X(E).
– Les morphismes dans I\X sont donne´s par
homI\X ((E, x), (F, y)) = {u ∈ homI(E,F ) |X(u)(x) = y}.
– La composition des morphismes dans I\X est induite par celle de I.
Le foncteur d’oubli I\X → I : (E, x) 7→ E sera note´ OI,X .
Remarque 3.1.3. — Il s’agit d’un cas particulier de la construction cate´gorique clas-
sique e´tudie´e dans [ML71], chapitre II, § 6.
Notation 3.1.4. — Nous de´signerons par ΥX : Fct(I, Ek) → Fct(I\X , Ek) le fonc-
teur de pre´composition par OI,X .
Ainsi, ΥX est un foncteur exact qui commute aux limites, aux colimites et au
produit tensoriel (cf. proposition C.1.4). Dans le cas ou` X prend ses valeurs dans les
ensembles non vides, OI,X est essentiellement surjectif, donc ΥX est fide`le.
Proposition et de´finition 3.1.5. — Il existe un foncteur exact et fide`le, appele´
foncteur de X-inte´grale et note´ ΩX : Fct(I\X , Ek) → Fct(I, Ek), de´fini de la fac¸on
suivante.
3.1. LA CATE´GORIE DE COMODULES Fct(I\X , Ek) 35







(2) Si F est un objet de Fct(I\X , Ek) et E f−→ E′ une fle`che de I, et si x et x′





(f) est e´gale a` F (f) si X(f)(x) = x′, et a` 0 sinon.
(3) Si F u−→ G est une fle`che de Fct(I\X , Ek), le morphisme ΩX(u) : ΩX(F ) →
ΩX(G) de Fct(I, Ek) est de´fini, sur l’objet E de I, comme la somme directe sur les
e´le´ments x de X(E) des morphismes u(E, x) : F (E, x)→ G(E, x).
Exemple 3.1.6. — On a ΩX(k) = k[X] (line´arisation du foncteur X) dans
Fct(I, Ek), ou` le foncteur k ∈ ObFct(I\X , Ek) du membre de gauche est le foncteur
constant.
Proposition 3.1.7. — Le foncteur ΩX est adjoint a` gauche a` ΥX .
Cette proposition se ve´rifie de fac¸on similaire a` l’adjonction entre les foncteurs o
et $ dans Fsurj .
Proposition 3.1.8. — (1) L’endofoncteur ΩXΥX de Fct(I, Ek) est isomorphe a`
· ⊗ k[X]. Plus ge´ne´ralement, on a un isomorphisme
ΩX(A⊗ΥX(F )) ' ΩX(A)⊗ F
naturel en les objets A de Fct(I\X , Ek) et F de Fct(I, Ek).
(2) La cou¨nite´ ΩXΥX → id de l’adjonction de la proposition 3.1.7 s’identifie au
produit tensoriel par le morphisme d’augmentation k[X]→ k obtenu par line´arisation
de l’unique transformation naturelle X → ∗.
Proposition 3.1.9. — Les injections diagonales⊕
x∈X(E)
F (E, x)⊗G(E, x) ↪→
⊕
x,y∈X(E)
F (E, x)⊗G(E, y)
fournissent un monomorphisme ΩX(F ⊗G) ↪→ ΩX(F )⊗ΩX(G) naturel en les objets
F et G de Fct(I\X , Ek).
Cette proposition se ve´rifie par inspection. Applique´e aux isomorphismes cano-
niques F '−→ F ⊗ k de Fct(I\X , Ek), elle donne le corollaire suivant.
Corollaire 3.1.10. — (1) Le foncteur k[X] = ΩX(k) est canoniquement une
coalge`bre cocommutative dans la cate´gorie mono¨ıdale syme´trique Fct(I, Ek).
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(2) Pour tout objet F de Fct(I\X , Ek), ΩX(F ) est naturellement un k[X]-
comodule. Autrement dit, on peut comple´ter le diagramme suivant.






Remarque 3.1.11. — La structure de coalge`bre sur k[X] ge´ne´ralise celle de l’alge`bre
d’un groupe, puisque sa diagonale est donne´e par les applications line´aires [x] 7→
[x]⊗ [x].
Proposition 3.1.12. — Le foncteur ΩX induit une e´quivalence de cate´gories entre
Fct(I\X , Ek) et Comodk[X].
De´monstration. — On applique la proposition A.2.6, de sorte qu’il suffit de constater
qu’un k[X]-comodule est un comodule sur la comonade de´termine´e par l’adjonction
entre ΩX et ΥX . Cela de´coule de la proposition 3.1.8 et du corollaire 3.1.10.
Remarque 3.1.13. — (1) Dans l’e´quivalence de cate´gories de la proposition,
le produit tensoriel de Fct(I\X , Ek) correspond au produit cotensoriel de k[X]-
comodules.
(2) L’image du foncteur ΥX correspond aux comodules libres.
Remarque 3.1.14. — Les conside´rations de cette section sont fonctorielles en
X en le sens suivant. Toute transformation naturelle de foncteurs ensemblistes
X → X ′ induit un foncteur I\X → I\X′ , donc par pre´composition un fonc-
teur i : Fct(I\X′ , Ek) → Fct(I\X , Ek) (qui ge´ne´ralise ΥX). Via l’e´quivalence de
cate´gories de la proposition 3.1.12, ce foncteur correspond a` la co¨ınduction : pour
tous objets F de Fct(I\X′ , Ek) et E de I, le k[X(E)]-comodule ΩX(i(F ))(E) est le
produit cotensoriel du k[X ′(E)]-comodule ΩX′(F )(E) et de k[X(E)] (vu comme un
k[X ′(E)]-comodule par le morphisme de coalge`bres k[X(E)] → k[X ′(E)] de´duit de
la transformation naturelle X → X ′).
3.2. Recollements de cate´gories de comodules
Cette section traite d’une variante non cou¨nitaire des conside´rations pre´ce´dentes,
que l’on e´tudie commode´ment a` partir d’un diagramme de recollement (proposi-
tion 3.2.3).
Convention 3.2.1. — Dans cette section, X de´signe un foncteur de I vers la
cate´gorie Ens et Y un sous-foncteur de X.
Nous de´signerons par IX,Y la sous-cate´gorie pleine de I\X dont les objets sont les
couples (E, x) pour lesquels x ∈ X(E) \ Y (E).
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On prendra garde que X \ Y n’est pas en ge´ne´ral un foncteur ensembliste. Nous
noterons cependant, par abus, k[X \ Y ] le conoyau du monomorphisme k[Y ] ↪→ k[X]
de Fct(I, Ek) induit par l’inclusion Y ↪→ X.
On a un scindement canonique
(5) k[X/Y ] ' k[X \ Y ]⊕ k
obtenu en constatant que le foncteur ensembliste X/Y se rele`ve canoniquement en un
foncteur vers les ensembles pointe´s (on convient que E/∅ = E q {∗}).
Comme l’e´pimorphisme k[X/Y ]  k est la cou¨nite´ du foncteur en coalge`bres
k[X/Y ], le foncteur k[X \ Y ] est une coalge`bre sans cou¨nite´ dans Fct(I, Ek) ; nous y
reviendrons a` la proposition 3.2.8.
Dans le lemme suivant, nous nommons sous-cate´gorie comple´mentaire d’une sous-
cate´gorie pleine B d’une cate´gorie A la sous-cate´gorie pleine de A dont la classe
d’objets est le comple´mentaire de celle de B.
Lemme 3.2.2. — La cate´gorie I\Y s’identifie canoniquement a` une sous-cate´gorie
pleine comple`te a` droite de I\X , dont la cate´gorie comple´mentaire est IX,Y .
De´monstration. — Il suffit de remarquer que, si f : (E, x) → (E′, x′) est un mor-
phisme de I\X , ou` x ∈ Y (E), alors on a x′ = X(f)(x) = Y (f)(x) ∈ Y (E′) puisque Y
est un sous-foncteur de X.
Appliquant le corollaire C.6.3, on en de´duit le re´sultat suivant.
Proposition 3.2.3. — Il existe un diagramme de recollement
Fct(I\Y , Ek) P // Fct(I\X , Ek) R //
pp
R




ou` P de´signe le prolongement par ze´ro et R la restriction.
Nous adaptons maintenant certains re´sultats de la section pre´ce´dente a` la cate´gorie
de foncteurs Fct(IX,Y , Ek).
Notation 3.2.4. — Nous noterons ΥX,Y le foncteur compose´
Fct(I, Ek) ΥX−−→ Fct(I\X , Ek) R−→ Fct(IX,Y , Ek).
Autrement dit, ΥX,Y est le foncteur de pre´composition par le foncteur d’oubli
IX,Y → I.
De´finition 3.2.5. — Le foncteur de X \ Y -inte´grale, note´ ΩX,Y , est de´fini comme
la compose´e
ΩX,Y : Fct(IX,Y , Ek) P−→ Fct(I\X , Ek) ΩX−−→ Fct(I, Ek).
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On a donc ΩX,Y (F )(E) =
⊕
x∈X(E)\Y (E)
F (E, x) pour F ∈ ObFct(IX,Y , Ek) et
E ∈ Ob I. On prendra garde que les foncteurs ΥX,Y et ΩX,Y ne sont ge´ne´ralement
pas adjoints.
Remarque 3.2.6. — (1) On a un isomorphisme canonique ΩX,Y (k) ' k[X \ Y ].
(2) Le foncteur ΩX,Y est exact et fide`le.
La proposition 3.1.8 entraˆıne le re´sultat suivant, puisque les foncteurs de restriction
et de prolongement par ze´ro commutent canoniquement au produit tensoriel.
Proposition 3.2.7. — L’endofoncteur ΩX,YΥX,Y de Fct(I, Ek) est isomorphe a` ·⊗
k[X \ Y ]. Plus ge´ne´ralement, on a un isomorphisme
ΩX,Y (A⊗ΥX,Y (F )) ' ΩX,Y (A)⊗ F
naturel en les objets A de Fct(IX,Y , Ek) et F de Fct(I, Ek).
De meˆme, la proposition 3.1.9 et le corollaire 3.1.10 procurent le re´sultat suivant.
Proposition 3.2.8. — (1) Les injections diagonales fournissent un monomor-
phisme ΩX,Y (F ⊗ G) ↪→ ΩX,Y (F ) ⊗ ΩX,Y (G) naturel en les objets F et G de
Fct(IX,Y , Ek). Celui-ci est compatible aux isomorphismes d’associativite´ et de
commutativite´ du produit tensoriel.
(2) Le foncteur k[X \ Y ] est canoniquement une coalge`bre cocommutative sans
cou¨nite´ dans la cate´gorie mono¨ıdale syme´trique Fct(I, Ek) ; le morphisme canonique
k[X] k[X \ Y ] est un morphisme de coalge`bres sans cou¨nite´.
(3) Pour tout objet F de Fct(IX,Y , Ek), ΩX,Y (F ) est naturellement un k[X \ Y ]-
comodule.
Remarque 3.2.9. — Le scindement (5) (page 37) permet d’identifier les cate´gories
de comodules sur k[X\Y ] et k[X/Y ]. On rappelle que les comodules sur une coalge`bre
cou¨nitaire, comme k[X/Y ], sont suppose´s compatibles a` la cou¨nite´.
Proposition 3.2.10. — Le foncteur ΩX,Y induit une e´quivalence de cate´gories entre
Fct(IX,Y , Ek) et la sous-cate´gorie pleine de Comodk[X\Y ] forme´e des k[X \ Y ]-
comodules a` droite (C,ψC) (que nous nommerons fide`les) tels que la comultiplication
ψC est injective, note´e Comod
fid
k[X\Y ].
De´monstration. — On utilise l’identification de la remarque pre´ce´dente. Le foncteur
de prolongement par ze´ro et la proposition 3.1.12 identifient alors Fct(IX,Y , Ek) a`
la sous-cate´gorie pleine de Comodk[X\Y ] des comodules (C,ψC) tels que le produit
fibre´ de l’inclusion C ↪→ C ⊕ (C ⊗ k[X \ Y ]) et du morphisme (idC , ψC) : C →
C ⊕ (C ⊗ k[X \ Y ]) est nul. Ce produit fibre´ e´tant e´gal a` ker ψC , cette condition
e´quivaut a` la fide´lite´ de ψC , ce qui e´tablit la proposition.
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3.3. La cate´gorie de modules Fct(I/X , Ek)
Nous pre´sentons maintenant la situation duale de celle de la section 3.1. Toutes les
proprie´te´s e´nonce´es se de´montrent de fac¸on analogue a` celles de ladite section, c’est
pourquoi nous les laissons au lecteur.
Convention 3.3.1. — Dans cette section, X de´signe un foncteur de la cate´gorie Iop
vers la cate´gorie Ensf des ensembles finis.
Nous expliquerons en fin de section l’utilite´ de cette restriction aux ensembles finis.
Notation 3.3.2. — Nous noterons I/X la cate´gorie ((Iop)\X)op. Le foncteur d’oubli
I/X → I sera note´ OI,X .
Explicitement, les objets de I/X sont les couples (E, x) forme´s d’un objet E de I
et d’un e´le´ment x de X(E). On a OI,X(E, x) = E sur les objets.
Notation 3.3.3. — Nous de´signerons par ΥX : Fct(I, Ek) → Fct(I/X , Ek) le fonc-
teur de pre´composition par OI,X .
Proposition et de´finition 3.3.4. — Il existe un foncteur exact et fide`le ΩX :
Fct(I/X , Ek) → Fct(I, Ek), appele´ foncteur de X-inte´grale, de´fini de la fac¸on
suivante.







(2) Si F est un objet de Fct(I/X , Ek) et E f−→ E′ une fle`che de I, et si x et x′





(f) est e´gale a` F (f) si X(f)(x′) = x, et a` 0 sinon.
(3) Si F u−→ G est une fle`che de Fct(I/X , Ek), le morphisme ΩX(u) : ΩX(F ) →
ΩX(G) de Fct(I, Ek) est de´fini, sur l’objet E de I, comme la somme directe sur les
e´le´ments x de X(E) des morphismes u(E, x) : F (E, x)→ G(E, x).
Exemple 3.3.5. — On a ΩX(k) = kX .
Proposition 3.3.6. — Le foncteur ΩX est adjoint a` droite a` ΥX .
Proposition 3.3.7. — (1) L’endofoncteur ΩXΥX de Fct(I, Ek) est isomorphe a`
· ⊗ kX . Plus ge´ne´ralement, on a un isomorphisme
ΩX(A⊗ΥX(F )) ' ΩX(A)⊗ F
naturel en les objets A de Fct(I/X , Ek) et F de Fct(I, Ek).
(2) L’unite´ id→ ΩXΥX de l’adjonction de la proposition 3.3.6 s’identifie au pro-
duit tensoriel par le morphisme k→ kX obtenu en appliquant cette unite´ au foncteur
constant k.
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Proposition 3.3.8. — Les projections canoniques⊕
x,y∈X(E)
F (E, x)⊗G(E, y)
⊕
x∈X(E)
F (E, x)⊗G(E, x)
fournissent un e´pimorphisme ΩX(F )⊗ΩX(G) ΩX(F ⊗G) naturel en les objets F
et G de Fct(I/X , Ek).
Cette proposition, applique´e aux isomorphismes canoniques F ⊗ k '−→ F de
Fct(I/X , Ek), procure le corollaire suivant.
Corollaire 3.3.9. — (1) Le foncteur kX = ΩX(k) est canoniquement une alge`bre
commutative dans la cate´gorie mono¨ıdale syme´trique Fct(I, Ek).
(2) Pour tout objet F de Fct(I/X , Ek), ΩX(F ) est naturellement un kX-module.
Autrement dit, on peut comple´ter le diagramme suivant.








Proposition 3.3.10. — Le foncteur ΩX induit une e´quivalence de cate´gories entre
Fct(I/X , Ek) et ModkX .
Remarque 3.3.11. — L’hypothe`se de finitude des ensemblesX(E) permet d’assurer
que, dans la de´finition de ΩX , on peut remplacer la somme directe par un produit, ce
qui est ne´cessaire pour e´tablir la proposition 3.3.6. Il est obligatoire de conside´rer une
somme directe pour disposer des proprie´te´s de commutation avec le produit tensoriel.
CHAPITRE 4
LES CATE´GORIES EfGr,I, E˜fGr ET EfPl,n
Dans ce chapitre, nous introduisons les cate´gories sources des cate´gories de fonc-
teurs en grassmanniennes. Ces cate´gories sources, note´es EfGr,I(k), E˜fGr(k) et EfPl,n(k),
posse`dent une riche structure : de nombreux foncteurs, avec des proprie´te´s d’ad-
jonction et de composition, apparaissent tre`s naturellement. Toutes les proprie´te´s
s’e´tablissent de fac¸on directe, c’est pourquoi nous ne de´montrons que certaines d’entre
elles.
Une partie des de´finitions et des re´sultats de ce chapitre constituent des illustrations
des constructions cate´goriques utilise´es dans le chapitre 3.
Convention 4.0.1. — Dans toute ce chapitre, I de´signe une partie de N et n un
entier naturel.
4.1. De´finition des cate´gories et foncteurs utilise´s
On rappelle que Gr(V ) de´signe la grassmannienne des sous-espaces d’un sous-espace
vectoriel V . Dans la suite, nous regarderons Gr comme un foncteur Efk → Ens, en
de´finissant Gr(f) : Gr(V )→ Gr(V ′), ou` f : V → V ′ est un morphisme de Ef , comme
e´tant la fonction W 7→ f(W ).
On rappelle e´galement que, si I est une partie de N, GrI(V ) de´signe le sous-ensemble
de Gr(V ) forme´ des sous-espaces de V dont la dimension appartient a` I.
Remarque 4.1.1. — On notera que GrI est un sous-foncteur de Gr si et seulement
si I est de la forme ≤ n ou N.
De´finition 4.1.2 (Cate´gories EfGr,I(k) et E˜fGr,I(k)). — (1) Nous de´signerons
par E˜fGr,I(k) la cate´gorie donne´e comme suit.
– Les objets de E˜fGr,I(k) sont les couples (V,W ), ou` V est un k-espace vectoriel
de dimension finie et W un e´le´ment de GrI(V ).
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– Les morphismes de (V,W ) vers (V ′,W ′) dans E˜fGr,I(k) sont les applications
line´aires f : V → V ′ telles que f(W ) ⊂W ′.
– La composition des morphismes s’obtient par composition des applications
line´aires sous-jacentes.
(2) Nous de´signerons par EfGr,I(k) la sous-cate´gorie de E˜fGr,I(k) ayant les meˆmes
objets et dont les morphismes sont donne´s par
homEfGr,I(k)((V,W ), (V
′,W ′)) = {f ∈ homeEfGr,I(k)((V,W ), (V ′,W ′)) | f(W ) =W ′}.
(3) Nous noterons i˜nclI le foncteur (fide`le et essentiellement surjectif) d’inclusion
de EfGr,I(k) dans E˜fGr,I(k).
La mention du corps k sera souvent omise.
De plus, lorsque la partie I est e´gale a` N, nous omettrons l’indice I dans la notation
de ces cate´gories et des foncteurs ou` elles interviennent.
Par exemple, nous noterons i˜ncl : EfGr → E˜fGr pour i˜nclN : EfGr,N(k)→ E˜fGr,N(k).
Dans la suite, nous ne conside´rerons la cate´gorie E˜fGr,I(k) que lorsque I = N. Nous
ne donnerons donc la plupart des de´finitions et des proprie´te´s des foncteurs ou` cette
cate´gorie intervient que dans ce cadre, mais beaucoup d’entre elles se ge´ne´ralisent
sans difficulte´ au cas de E˜fGr,I(k) pour I ⊂ N quelconque.
Notation 4.1.3 (Cate´gorie EfPl,n(k)). — (1) E´tant donne´ un objet V de Efk ,
nous noterons Pln(V ) l’ensemble PlEfk (En, V ) des monomorphismes En ↪→ V .
(2) Nous de´signerons par EfPl,n(k) la cate´gorie de´finie ainsi.
– Les objets de EfPl,n(k) sont les couples (V, u) forme´s d’un objet V de Efk et
d’un e´le´ment u de Pln(V ).
– Les morphismes dans EfPl,n(k) de (V, u) vers (V ′, u′) sont les applications











– La composition des morphismes est induite par la composition des applications
line´aires.
Remarque 4.1.4. — (1) Si I est une partie du type ≤ n ou N, alors EfGr,I(k) est
la cate´gorie (Efk )\GrI (cf. notation 3.1.2).
(2) Avec les notations de la section 3.2, EfGr,n est la cate´gorie EfGr≤n,Gr≤n−1 .
(3) L’association V 7→ Pln(V ) n’est pas fonctorielle, mais si l’on note hom≤i(E, V )
le sous-ensemble de homE(E, V ) forme´ des applications line´aires de rang au plus i,
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alors hom≤i(En, .) est un sous-foncteur de homEf (En, .). On peut voir EfPl,n comme
la cate´gorie EfhomEf (En,.),hom≤n−1(En,.).
(4) L’ensemble Grn(V ) s’identifie canoniquement au quotient de Pln(V ) par l’ac-
tion a` droite libre du groupe GLn(k).
(5) Les cate´gories EfGr,0 et EfPl,0 s’identifient canoniquement a` Ef .
(6) Les cate´gories EfGr,1(F2) et EfPl,1(F2) sont isomorphes.
(7) Toutes les cate´gories introduites ve´rifient l’hypothe`se C.2.9 (finitude des en-
sembles de morphismes), car k est fini.
Notation 4.1.5 (Foncteurs d’oubli). — (1) Soit J une partie de N telle que
I ⊂ J . On note inclI,J : EfGr,I → EfGr,J le foncteur (pleinement fide`le) d’oubli.
(2) Nous de´signerons par incPln le foncteur (fide`le et essentiellement surjectif) d’ou-
bli du plongement EfPl,n → EfGr,n associant a` un objet (V, En 
 u // V ) de EfPl,n
l’objet (V, imu) de EfGr,n et e´gal a` l’inclusion e´vidente sur les morphismes.
Comme nous le verrons en fin de chapitre, les cate´gories introduites pre´ce´demment
ne sont en ge´ne´ral pas abe´liennes. Une partie de la structure abe´lienne de la cate´gorie
Ef s’y refle`te cependant, graˆce a` la notion suivante.
De´finition 4.1.6 (Foncteurs de translation). — On de´finit des foncteurs Ef ×
EfGr,I → EfGr,I , Ef×E˜fGr → E˜fGr et Ef×EfPl,n → EfPl,n, appele´s foncteurs de translation,
et note´s , par V  (A,B) = (V ⊕ A,B) (dans les deux premiers cas) et V  (A, u :
En ↪→ A) = (V ⊕ A,En u−→ A ↪→ V ⊕ A) (dans le troisie`me) sur les objets, l’action
sur les morphismes se de´duisant de la fonctorialite´ de ⊕ : Ef × Ef → Ef .
Remarque 4.1.7. — On a des isomorphismes 0X ' X et (V ′ ⊕ V )X ' V ′ 
(V X) naturels en les objets V , V ′ de Ef et X de EfGr,I (resp. E˜fGr, EfPl,n), ve´rifiant
des proprie´te´s de cohe´rence qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter. Ainsi, on peut
voir  comme un foncteur d’action de la cate´gorie additive Ef sur EfGr,I (resp. E˜fGr,
EfPl,n).
De´finition 4.1.8 (Foncteurs fondamentaux de source EfGr,I , E˜fGr,I ou EfPl,n)
(1) Le foncteur d’oubli principal O˜I : E˜fGr,I → Ef est le foncteur associant a` un
objet (V,W ) de E˜fGr,I l’espace vectoriel V , et a` un morphisme l’application line´aire
sous-jacente.
(2) On appelle e´galement foncteurs d’oubli principaux les foncteurs compose´s
OI : EfGr,I
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(3) Le foncteur baseBI : EfGr,I → EIsurj est de´fini sur les objets parBI(V,W ) =W ,
et associe a` un morphisme f : (V,W )→ (V ′,W ′) l’application line´aire (surjective par
de´finition de EfGr,I) W →W ′ induite par f .
(4) Le foncteur d’oubli secondaire B˜ : E˜fGr → Ef associe a` un objet (V,W ) l’espace
vectoriel W et a` un morphisme (V,W )→ (V ′,W ′) l’application line´aire induite W →
W ′.
(5) Le foncteur de re´duction K˜I : E˜fGr,I → Ef est donne´ par (V,W ) 7→ V/W sur les
objets et associe a` un morphisme l’application line´aire induite.
(6) On appelle e´galement foncteurs de re´duction les foncteurs compose´s
KI : EfGr,I





On rappelle que l’indice I sera omis dans toutes ces notations lorsque I = N.
Remarque 4.1.9. — (1) Soit J une partie de N telle que I ⊂ J . Le foncteur
compose´ EfGr,I
inclI,J−−−−→ EfGr,J










commute. On a d’autres proprie´te´s analogues de compatibilite´ a` l’extension de la








Efsurj oubli // Ef
commute.
(3) Les foncteurs base ou d’oubli secondaire n’ont pas d’analogue non trivial en
termes de la cate´gorie EfPl,n ; le roˆle de cette cate´gorie est justement de simplifier
certaines des conside´rations relatives a` EfGr,n en (( rendant la base canoniquement
isomorphe a` En )).
Remarque 4.1.10. — Le foncteur KI : EfGr,I → Ef est le conoyau de la transfor-
mation naturelle injective tautologique BI → OI (ou` l’on note par abus BI pour la
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compose´e de ce foncteur avec l’inclusion EIsurj → Ef ) ; un constat analogue vaut pour
K˜I et K¯n.
La proposition suivante e´tablit des liens entre les foncteurs de translation et les
foncteurs introduits dans la de´finition 4.1.8.
Proposition 4.1.11. — Il existe des isomorphismes
homEfGr,I (V X,Y ) ' homEf (V,OI(Y ))× homEfGr,I (X,Y ) et
homEfGr,I (X,V  Y ) ' homEf (KI(X), V )× homEfGr,I (X,Y )
naturels en les objets V de Ef et X, Y de EfGr,I .
On a des e´nonce´s similaires dans E˜fGr et EfPl,n.
De´monstration. — Les deux isomorphismes e´tant tre`s analogues, nous nous bornerons
a` montrer le second, qui s’obtient par la suite d’isomorphismes naturels
homEfGr,I (X,V  Y ) ' {f ∈ homEf (OI(X), V ⊕OI(Y )) | f(BI(X)) = BI(Y )} '
{(a, b) ∈ homEf (OI(X), V )×homEf (OI(X),OI(Y )) | a(BI(X)) = 0 et b(BI(X)) = BI(Y )}
' homEf (KI(X), V )× homEfGr,I (X,Y ).
Corollaire 4.1.12. — Supposons que I contient 0. Le foncteur d’inclusion incl0,I :
Ef ' EfGr,0 ↪→ EfGr,I est adjoint a` droite a` KI .
De´finition 4.1.13 (Foncteurs fondamentaux de but EfGr,I , E˜fGr ou EfPl,n)
(1) Les foncteurs de plongement diagonal sont les foncteurs DI : EIsurj → EfGr,I et
D˜ : Ef → E˜fGr donne´s sur les objets par V 7→ (V, V ) et par le plongement e´vident sur
les morphismes.
(2) Les foncteurs de plongement relatif sont les foncteurs compose´s
LI : Ef × EIsurj E
f×DI−−−−−→ Ef × EfGr,I −→ EfGr,I
et
L˜ : Ef × Ef E
f×eD−−−−→ Ef × E˜fGr −→ E˜fGr.
Ces foncteurs sont donc donne´s sur les objets par (A,B) 7→ (A⊕B,B).
(3) Le foncteur de de´calage pointe´ Sn : Ef → EfPl,n associe a` un objet V de Ef
l’objet (V ⊕En, En ↪→ V ⊕En) et a` une application line´aire u le morphisme u⊕En.
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commute, ou` l’inclusion supe´rieure est donne´e par V 7→ (V,En).
Remarque 4.1.15. — Le plongement e´vident GLn(k) → Ensurj(k) e´tant une
e´quivalence de cate´gories, nous commettrons parfois des abus de notation consistant
a` l’assimiler a` une e´galite´ pour les foncteurs mettant en jeu Ensurj(k).
4.2. Proprie´te´s des foncteurs fondamentaux
Nous commenc¸ons par donner des proprie´te´s d’adjonction entre les foncteurs in-
troduits pre´ce´demment qui seront utilise´es de fac¸on intensive dans tout l’article.
Proposition 4.2.1. — (1) Le foncteur de plongement diagonal DI : EIsurj →
EfGr,I est adjoint a` gauche a` BI : EfGr,I → EIsurj.
(2) Le foncteur de plongement diagonal D˜ : Ef → E˜fGr est adjoint a` gauche a`
B˜ : E˜fGr → Ef .
(3) Le foncteur de plongement relatif LI : Ef × EIsurj → EfGr,I est adjoint a` gauche
au foncteur OI ×BI : EfGr,I → Ef × EIsurj.
(4) Le foncteur de plongement relatif L˜ : Ef × Ef → E˜fGr est adjoint a` gauche au
foncteur O˜× B˜ : E˜fGr → Ef × Ef .
(5) Le de´calage pointe´ Sn : Ef → EfPl,n est adjoint a` gauche a` O¯n : EfPl,n → Ef .
De´monstration. — Si A est un objet de EIsurj et (V,W ) un objet de EfGr,I , on a un
isomorphisme canonique
homEfGr,I (DI(A), (V,W )) = {f ∈ homEf (A, V ) | f(A) =W} ' EpiEf (A,W ),
ce qui de´montre la premie`re assertion. La troisie`me assertion s’en de´duit en utilisant
la proposition 4.1.11.
Les deuxie`me et quatrie`me points se traitent pareillement.
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E´tablissons le dernier : si A est un objet de Ef et (V, u : En ↪→ V ) un objet de
EfPl,n, on a un isomorphisme canonique
homEfPl,n(Sn(A), (V, u)) = {f ∈ homEf (A⊕ En, V ) | f|En = u} ' homEf (A, V ).
Cela ache`ve la de´monstration.
La proposition suivante, laisse´e au lecteur, jouera un roˆle fondamental par la suite.
Proposition 4.2.2 (Compositions fondamentales). — Les foncteurs compose´s
Ef × EIsurj LI−−→ EfGr,I
KI×BI−−−−−→ Ef × EIsurj
et
Ef × Ef eL−→ E˜fGr eK×eB−−−→ Ef × Ef
sont canoniquement isomorphes aux foncteurs identite´s.
Proposition 4.2.3. — Supposons I non vide.
(1) Les foncteurs d’oubli principaux sont fide`les.
(2) Le foncteur O¯n : EfPl,n → Ef induit un foncteur essentiellement surjectif
EfPl,n → E≥n, ou` le but de´signe la sous-cate´gorie pleine de Ef des espaces de dimen-
sion au moins n. Si I a pour plus petit e´le´ment n, OI : EfGr,I → Ef induit un foncteur
essentiellement surjectif EfGr,I → E≥n. Le foncteur O˜ : E˜fGr → Ef est essentiellement
surjectif.
(3) Les foncteurs de plongement relatif LI et L˜ sont fide`les et essentiellement sur-
jectifs. Il en est de meˆme pour le de´calage pointe´ Sn.
(4) Les foncteurs KI × BI (donc en particulier KI et BI) et K˜ × B˜ (donc en
particulier K˜ et B˜) sont pleins et essentiellement surjectifs.
(5) Les foncteurs de plongement diagonal DI et D˜ sont pleinement fide`les.
De´monstration. — Les deux premie`res assertions s’e´tablissent par inspection. L’essen-
tielle surjectivite´ des foncteurs de plongement relatif et de de´calage pointe´ de´coule de
ce que tout sous-espace d’un espace vectoriel est facteur direct ; leur fide´lite´ est claire.
La quatrie`me assertion s’obtient en combinant la proposition 4.2.2 et l’essentielle sur-
jectivite´ des plongements relatifs. La dernie`re s’obtient a` partir des deux premie`res
adjonctions de la proposition 4.2.1 et du constat que leurs unite´s id → BIDI et
id→ B˜D˜ sont des isomorphismes.
4.3. Proprie´te´s de structure des cate´gories EfGr, E˜fGr et EfPl,n
Les cate´gories qui nous inte´resseront le plus par la suite sont les EfGr,I . Les proprie´te´s
qui suivent montrent que, par certains coˆte´s, les cate´gories E˜fGr de EfPl,n ont une
structure plus (( re´gulie`re )), c’est pourquoi nous serons parfois amene´s a` travailler
dans ces cate´gories auxiliaires.
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Proposition 4.3.1. — La cate´gorie E˜fGr est additive et k-line´aire. Les foncteurs
d’oubli principal et secondaire sont additifs — autrement dit, on a un isomorphisme
(V,W ) ⊕ (V ′,W ′) ' (V ⊕ V ′,W ⊕W ′) naturel en les objets (V,W ) et (V ′,W ′) de
E˜fGr. En particulier, on a un isomorphisme E  (V,W ) ' (E, 0) ⊕ (V,W ) naturel en
les objets E de Ef et (V,W ) de E˜fGr.
Remarque 4.3.2. — La cate´gorie E˜fGr n’est pas abe´lienne. En effet, on ve´rifie que
pour tout V ∈ Ob Ef , le morphisme (V, 0)→ (V, V ) de E˜fGr dont l’application line´aire
sous-jacente est l’identite´ est a` la fois un monomorphisme et un e´pimorphisme. En
revanche, ce n’est pas un isomorphisme, si V est non nul.
Proposition et de´finition 4.3.3 (Dualite´ dans E˜fGr). — Le foncteur de dualite´
(·)∗ : (Ef )op → Ef induit une e´quivalence de cate´gories (·)∨ : (E˜fGr)op → E˜fGr donne´e
sur les objets par (V,W )∨ = (V ∗,W⊥).
Proposition 4.3.4. — Soit n ∈ N.
(1) (a) La cate´gorie EfPl,n posse`de des sommes finies.
(b) Son objet initial est (En, idEn).
(c) La somme (A, a)q (B, b) de deux objets (A, a) et (B, b) de EfPl,n s’obtient







B // A ⊕En B
et en munissant l’espace vectoriel A ⊕
En
B du plongement donne´ par la diagonale
du carre´.
(2) Deux objets (A, a) et (B, b) de EfPl,n posse`dent toujours un produit. Il est donne´
par
(A, a)× (B, b) = (A⊕B, (a, b) : En ↪→ A⊕B).
(3) On a des isomorphismes
Sn(V )qX ' V X et
Sn(V )×X ' Sn(V ⊕ O¯n(X))
naturels en les objets V de Ef et X de EfPl,n.
La de´monstration des propositions 4.3.1, 4.3.3 et 4.3.4 est laisse´e au lecteur. La
proposition 4.3.4 ne sera d’ailleurs pas utilise´e explicitement.
Remarque 4.3.5. — (1) Si I contient 0, alors (0, 0) est objet final de EfGr,I , et
tout objet de EfGr,I admet un produit avec (V, 0) (ou` V ∈ Ob Ef ), qui est donne´ par
le foncteur V  ·.
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(2) En revanche, on ve´rifie facilement que deux objets (V,W ) et (V ′,W ′) de EfGr,I
tels que W et W ′ sont non nuls ne posse`dent jamais de somme ni de produit.
Les proprie´te´s suivantes fournissent un substitut a` l’absence de sommes et de pro-
duits dans EfGr ; elles reposent sur le lemme simple et tre`s utile suivant.







naturelle en l’objet (A,B) de EfGr et l’objet A′ de Ef .
La fonctorialite´ doit eˆtre comprise dans le sens suivant :
– pour le terme de gauche, on conside`re le foncteur
(EfGr)op × Ef
(O)op×Ef−−−−−−→ (Ef )op × Ef hom−−−→ Ens ;
– pour le terme de droite, la fonctorialite´ en (A,B) provient de manie`re usuelle
du foncteur hom ; pour la fonctorialite´ en A′, on fait correspondre a` une ap-
plication line´aire u : A′ → A′′ et a` un e´le´ment f de homEfGr ((A,B), (A
′, B′))
(ou` B′ ∈ Gr(A′)) la fle`che (A,B) → (A′′, B′′), ou` B′′ = u(B′), donne´e par
u ◦ f : A→ A′′.
De´monstration. — Cette bijection s’obtient en faisant correspondre a` une application
line´aire f : A→ A′ le sous-espace B′ = f(B) de A′ et le morphisme (A,B)→ (A′, B′)
de EfGr induit par f .
Proposition 4.3.7. — Il existe une bijection
homEfGr ((A⊕A
′, B ⊕B′), (V,W )) '∐
W1,W2∈Gr(W )
W1+W2=W
homEfGr ((A,B), (V,W1))× homEfGr ((A
′, B′), (V,W2))
naturelle en les objets (A,B), (A′, B′) et (V,W ) de EfGr.
Cette proposition, comme la proposition 4.3.9 ci-apre`s, est laisse´e au lecteur. La
fonctorialite´ doit eˆtre comprise dans le sens suivant :
– sur les ensembles hom, on utilise la fonctorialite´ usuelle ;
– pour EfGr ×EfGr → EfGr ((A,B), (A′, B′)) 7→ (A⊕A′, B⊕B′), on associe a` un
morphisme (u, v) de EfGr × EfGr le morphisme u⊕ v de EfGr ;
– dans le terme de droite, la fonctorialite´ en (V,W ) s’obtient comme suit. Si
u : (V,W ) → (V ′,W ′) est un morphisme de EfGr et W1,W2 deux sous-espaces
de W tels que W1 +W2 = W , on pose W ′i = f(Wi) (i ∈ {1, 2}), de sorte que
W ′1+W
′
2 = f(W ) =W
′. Le morphisme induit par u s’obtient par somme sur les
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(W1,W2) des morphismes homEfGr ((A,B), (V,W1))×homEfGr ((A
′, B′), (V,W2))→
homEfGr ((A,B), (V
′,W ′1))× homEfGr ((A
′, B′), (V ′,W ′2)) induits par u.
Notation 4.3.8. — Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie. Nous
noterons Gr(V,W ) le sous-ensemble de Gr(V ⊕W ) forme´ des sous-espaces E de V ⊕W
tels que les morphismes E ↪→ V ⊕W  V et E ↪→ V ⊕W W soient surjectifs.
On de´finit ainsi un foncteur Gr : Efsurj ×Efsurj → Ens, l’action sur les morphismes
e´tant obtenue par un biais analogue a` celui de´taille´ pre´ce´demment.
Proposition 4.3.9. — Il existe une bijection





homEfGr ((V,W ), (A⊕A
′, C))
naturelle en les objets (A,B), (A′, B′) et (V,W ) de EfGr.
La fonctorialite´ repose ici sur celle de Gr (d’une manie`re similaire a` celle explicite´e
pour la proposition 4.3.7).
Remarque 4.3.10. — Les propositions 4.3.7 et 4.3.9 sont spe´cifiques a` la cate´gorie (( glo-
bale )) EfGr ; elles n’ont pas d’analogue dans EfGr,n, par exemple.
PARTIE II
LES CATE´GORIES DE FONCTEURS
EN GRASSMANNIENNES
Le principal sujet de cette partie re´side dans l’e´tude de la cate´gorie FGr(k), appele´e
parfois cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes globale, et de ses sous-cate´gories
FGr,n(k), ou` n ∈ N. Ces cate´gories posse`dent un inte´reˆt intrinse`que en raison de leur
riche structure alge´brique ; elles s’interpre`tent notamment en termes de modules ou
de comodules. De plus, nous verrons dans la partie III que le foncteur d’inte´grale
en grassmanniennes ω : FGr(k) → F(k) constitue un outil puissant d’e´tude de la
cate´gorie F(k).
Le chapitre 5 de´crit la structure de base de la cate´gorie FGr. Apre`s avoir introduit
les foncteurs fondamentaux reliant cette cate´gorie aux autres cate´gories de foncteurs
que nous avons introduites, notamment F et Fsurj , il de´crit les groupes de Grothen-
dieck de ses objets finis et projectifs de type fini. Dans le chapitre 7, nous pre´sentons
une approche monadique de la cate´gorie FGr, utilise´e pour la de´termination d’un
adjoint et a` des fins homologiques. Enfin, le chapitre 9 pre´sente quelques proprie´te´s
ge´ne´rales des adjoints au produit tensoriel dans les cate´gories FGr et FGr,n.
Les autres cate´gories de foncteurs en grassmanniennes que nous introduisons ser-
viront surtout d’auxiliaires dans l’e´tude de la cate´gorie FGr. Dans le chapitre 6,
nous pre´sentons quelques proprie´te´s d’une cate´gorie note´e F˜Gr(k) et e´tudions le fonc-
teur k[Gr], dont une proprie´te´ importante, l’auto-dualite´, constitue un cas particulier
d’un re´sultat sur la cate´gorie F˜Gr(k). Le roˆle fondamental du foncteur k[Gr] provient
de ce que la cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes globale FGr est e´quivalente a`
la cate´gorie des k[Gr]-comodules.
Le chapitre 8 e´tudie une dernie`re famille de cate´gories de foncteurs en grassman-
niennes, note´es FPl,n(k), qui fournit un analogue des cate´gories FGr,n obtenu en
trivialisant l’action du groupe line´aire GLn(k) (assertion qui sera pre´cise´e par la pro-
position 8.2.18). En outre, la descrition monadique de la cate´gorie FPl,n donne lieu a`
de nouvelles structures dans les cate´gories de foncteurs en grassmanniennes.
CHAPITRE 5
LES CATE´GORIES FGr,I
Ce chapitre est consacre´ a` une premie`re e´tude des cate´gories suivantes. Son prin-
cipal objectif consiste a` en comprendre les objets finis.
De´finition 5.0.1. — E´tant donne´e une partie I de N, on introduit la cate´gorie de
foncteurs
FGr,I(k) = Fct(EfGr,I(k), Ek).
Nous noterons simplement FGr(k), ou FGr, pour FGr,N(k).
Remarque 5.0.2. — Les cas les plus inte´ressants sont ceux ou` I = N, ≤ n ou n.
5.1. Ge´ne´ralite´s
Nous introduisons les foncteurs obtenus par pre´composition a` partir de ceux de la
section 4.1, et utilisons les proprie´te´s e´tablies dans la section 4.2 et le chapitre 3.
Notation 5.1.1. — (1) Soit J une partie de N. Nous abre´gerons la notation des
espaces vectoriels homFGr,J en homGr,J , et utiliserons une convention analogue pour
les groupes d’extensions ou les hom internes. De meˆme, nous noterons les projectifs
standard PGr,JA (ou` A ∈ Ob EfGr,J) plutoˆt que P
EfGr,J





A (cf. section C.2). L’exposant J sera omis pour J = N.
(2) Soient I et J deux parties de N telles que J ⊂ I. Nous noterons RI,J : FGr,I →
FGr,J le foncteur de restriction (inclJ,I)∗. Le foncteur de prolongement par ze´ro,
lorsqu’il est de´fini (cf. section C.6), sera note´ PJ,I : FGr,J → FGr,I . Les indices seront
omis lorsqu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´.
La proposition 3.2.3 fournit le re´sultat suivant, dans lequel nous omettons les in-
dices des foncteurs de restriction et de prolongement par ze´ro (de sorte que la notation
R et P de´signe a` chaque fois deux foncteurs diffe´rents).
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Proposition 5.1.2. — Pour tout entier n ≥ 0, il existe un diagramme de recollement







Nous introduisons maintenant les deux foncteurs fondamentaux de source F et de
but FGr,I .
De´finition 5.1.3. — Soit I une partie de N.
(1) On de´finit le foncteur de plongement standard ιI : F → FGr,I comme le foncteur
de pre´composition par le foncteur d’oubli principal OI : EfGr,I → Ef .
(2) Le foncteur de plongement re´duit κI : F → FGr,I est le foncteur de
pre´composition par le foncteur de re´duction KI : EfGr,I → Ef .
Autrement dit, on a
ιI(F )(V,W ) = F (V )
et
κI(F )(V,W ) = F (V/W )
pour F ∈ ObF et (V,W ) ∈ Ob EfGr,I .
L’indice I sera omis quand I = N ; des conventions analogues vaudront dans les
notations suivantes.
Remarque 5.1.4. — Les foncteurs ι≤n et ι sont, avec la notation de la section 3.1,
les foncteurs ΥGr≤n et ΥGr respectivement. De meˆme, le foncteur ιn est, selon la
convention de la section 3.2, le foncteur ΥGr≤n,Gr≤n−1 .
Graˆce a` la remarque pre´ce´dente, nous pouvons conside´rer les foncteurs d’inte´grale
introduits dans les de´finitions 3.1.5 et 3.2.5. Il s’agit des seuls foncteurs de cette section
qui ne soient pas des foncteurs de pre´composition. Des foncteurs d’une cate´gorie de
foncteurs en grassmanniennes vers la cate´gorie F , ce sont les plus fondamentaux (cf.
partie III).
De´finition 5.1.5 (Foncteurs d’inte´grale en grassmanniennes)
Soit n ∈ N.
(1) Nous noterons ω≤n : FGr,≤n → F le foncteur ΩGr≤n .
(2) Nous noterons ω : FGr → F le foncteur ΩGr.
(3) Nous de´signerons par ωn : FGr,n → F le foncteur ΩGr≤n,Gr≤n−1 .






des formules analogues valent pour ωn et ω≤n.
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Remarque 5.1.6. — On a des isomorphismes canoniques ω≤n ' ω ◦ P≤n,N et ωn '
ω≤n ◦ Pn,≤n.
Les re´sultats des sections 3.1 et 3.2 se traduisent par le re´sultat formel mais fon-
damental suivant.
Proposition 5.1.7. — Soit n ∈ N.
(1) Le foncteur ω≤n est adjoint a` gauche a` ι≤n. Il induit une e´quivalence de
cate´gories entre FGr,≤n et la sous-cate´gorie Comodk[Gr≤n] de F .
(2) Le foncteur ω est adjoint a` gauche a` ι. Il induit une e´quivalence de cate´gories
entre FGr et la sous-cate´gorie Comodk[Gr] de F .
(3) Le foncteur ωn induit une e´quivalence de cate´gories entre FGr,n et la sous-
cate´gorie Comodfid
G¯(n)
de F des G¯(n)-comodules fide`les.
(4) On a un isomorphisme
ωI(X ⊗ ιI(F )) ' ωI(X)⊗ F
naturel en les objets X de FGr,I et F de F , ou` I = N, ≤ n ou n.
De´monstration. — Les deux premie`res assertions constituent des cas particuliers des
propositions 3.1.7 et 3.1.12, la troisie`me de la proposition 3.2.10. Le dernier point
re´sulte pour sa part des propositions 3.1.8 et 3.2.7.
Nous de´finissons maintenant les deux foncteurs fondamentaux entre les cate´gories
FGr,I et FIsurj .
De´finition 5.1.8. — Soit I une partie de N.
(1) Le foncteur de plongement secondaire ρI : FIsurj → FGr,I est le foncteur de
pre´composition par le foncteur base BI : EfGr,I → EIsurj .
(2) Le foncteur d’e´valuation ge´ne´ralise´e εI : FGr,I → FIsurj est la pre´composition
par le foncteur de plongement diagonal DI : EIsurj → EfGr,I .
Autrement dit, on a
ρI(F )(V,W ) = F (W )
pour F ∈ ObFIsurj et (V,W ) ∈ Ob EfGr,I , et
εI(X)(V ) = X(V, V )
pour X ∈ ObFGr,I et V ∈ Ob EIsurj .
Remarque 5.1.9. — Avec l’abus de la remarque 4.1.15, le foncteur εn : FGr,n →
k[GLn(k)]Mod s’identifie au foncteur d’e´valuation ev(En,En), ce qui justifie la termino-
logie employe´e.
On peut de meˆme voir ρn comme un foncteur k[GLn(k)]Mod→ FGr,n ; il est donne´
par ρn(X)(V,W ) = Iso(En,W ) ⊗
k[GLn(k)]
M .
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On rappelle que l’on de´signe par F ⊗ FIsurj la cate´gorie de foncteurs Fct(Ef ×
EIsurj , E), selon la notation C.5.1.
De´finition 5.1.10 (Foncteurs fondamentaux entre FGr,I et F ⊗ FIsurj)
Soit I une partie de N.
(1) Le foncteur de plongement complet ξI : F⊗FIsurj → FGr,I est la pre´composition
par le foncteur OI ×BI : EfGr,I → Ef × EIsurj .
(2) Le foncteur de plongement total θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I est la pre´composition
par le foncteur KI ×BI : EfGr,I → Ef × EIsurj .
(3) On de´finit le foncteur de de´calage en grassmanniennes σI : FGr,I → F ⊗FIsurj
comme le foncteur de pre´composition par le foncteur de plongement relatif LI : Ef ×
EIsurj → EfGr,I .
Ainsi, on a
ξI(F )(V,W ) = F (V,W ) ,
θI(F )(V,W ) = F (V/W,W )
pour F ∈ ObF ⊗ FIsurj et (V,W ) ∈ Ob EfGr,I , et
σI(X)(A,B) = X(A⊕B,B)
pour X ∈ ObFGr,I , A ∈ Ob Ef et B ∈ Ob EIsurj .
Intuitivement, la cate´gorie F ⊗ FIsurj ne doit pas eˆtre vue comme tre`s diffe´rente
de la cate´gorie F . En effet, dans le cas ou` I est re´duite a` un e´le´ment n, on a
des e´quivalences de cate´gories canoniques F ⊗ Fnsurj ' Fct(Ef × GLn(k), E) '
Fct(GLn(k),Fct(Ef , E)) = FGLn(k) (cf. notation 3b donne´e a` la fin de l’introduction).
Si I est une partie quelconque de N, la cate´gorie F ⊗FIsurj s’obtient par recollement
de telles cate´gories (cf. proposition 2.1.2).
Remarque 5.1.11. — Compte-tenu des identifications que nous venons de mention-
ner, nous conside´rerons ξn et θn comme des foncteurs FGLn(k) → FGr,n (et de meˆme
σn : FGr,n → FGLn(k)).
Premie`res proprie´te´s. — Nous commenc¸ons par relier les foncteurs projectifs ou
injectifs standard des cate´gories FGr,I , F et FIsurj a` l’aide des foncteurs introduits
plus haut.
Proposition 5.1.12. — Soit J une partie de N. On a des isomorphismes




(7) IGr,JLJ (V,W ) ' κJ(IV )⊗ I
Gr,J
DJ (W )
naturels en les objets V de Ef et W de EJsurj.
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De´monstration. — Par la troisie`me adjonction de la proposition 4.2.1, on dispose d’un
isomorphisme canonique
homEfGr,J (LJ(V,W ), ·) ' (homEf (V, ·) ◦OJ)× (homEJsurj (W, ·) ◦BJ).
On en de´duit le premier isomorphisme, en line´arisant.
De meˆme, on obtient formellement l’isomorphisme (7) a` partir du second isomor-
phisme de la proposition 4.1.11.
Remarque 5.1.13. — (1) Comme le foncteur de plongement relatif LJ : Ef ×
EJsurj → EfGr,J est essentiellement surjectif, cette proposition de´crit tous les projectifs
et tous les injectifs standard de FGr,J .
(2) Les injectifs du type IGr,JDJ (W ) = I
Gr,J
(W,W ) ne se rame`nent pas facilement a` des
injectifs de cate´gories plus simples. Illustrons-le pour J = N, afin de simplifier les
notations.
En effet, le comportement du foncteur IGr(W,W ) se rapproche de l’injectif I
surj
W de
Fsurj dans la mesure ou` il existe un isomorphisme canonique εJ(IGr(W,W ) ' IsurjW (car
homEfGr ((V, V ), (W,W )) ' EpiE(V,W )), et aussi parce que I
Gr
(W,W ) comme I
surj
W ont
un anneau d’endomorphismes isomorphe a` k[GL(W )]. Cependant, IGr(W,W ) n’est pas
isomorphe a` l’image de IsurjW par le foncteur ρ : Fsurj → FGr.
La proprie´te´ suivante des foncteurs injectifs et projectifs standard de la cate´gorie
FGr (qui n’a pas d’e´quivalent dans FGr,I pour I 6= N) est analogue aux assertions 2
et 3 de la proposition 2.3.6.
Proposition 5.1.14. — (1) Il existe un isomorphisme ω(PGr(V,W )) ' PV naturel
en l’objet (V,W ) de EfGr.
(2) Il existe un isomorphisme ι(IV ) '
⊕
W∈Gr(V )
IGr(V,W ) naturel en l’objet V de Ef .
De´monstration. — Ces deux assertions proviennent, par line´arisation, du lemme 4.3.6.
La proposition qui suit donne les proprie´te´s d’usage courant des foncteurs de
pre´composition introduits en de´but de section.
Proposition 5.1.15. — Soit I une partie non vide de N.
(1) Les foncteurs ιI : F → FGr,I , σI : FGr,I → F ⊗FIsurj, ξI : F ⊗ FIsurj → FGr,I
et εI : FGr,I → FIsurj sont exacts ; ils commutent au produit tensoriel, aux limites et
aux colimites. De plus, les foncteurs ιI , σI et ξI sont fide`les.
(2) Les foncteurs κI : F → FGr,I , ρI : FIsurj → FGr,I et θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I
sont exacts et pleinement fide`les ; ils commutent au produit tensoriel, aux limites et
aux colimites. De surcroˆıt, leurs images sont des sous-cate´gories de Serre de FGr,I .
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De´monstration. — Tous les foncteurs de l’e´nonce´ sont des foncteurs de pre´composition,
ils commutent donc aux limites, aux colimites et au produit tensoriel, par la propo-
sition C.1.4.
Comme le foncteur LI est essentiellement surjectif, par la proposition 4.2.3, le fonc-
teur de pre´composition associe´, σI , est fide`le (par la proposition C.1.4). La fide´lite´
du foncteur ιI s’e´tablit de meˆme, car l’inclusion E≤n ↪→ Ef (cf. la deuxie`me asser-
tion de la proposition 4.2.3), ou` n de´signe le plus petit e´le´ment de I, induit par
pre´composition une e´quivalence de cate´gories F = Fct(Ef , E) '−→ Fct(E≤n, E). La
fide´lite´ de ξI est analogue, en remarquant que tout objet de Ef × EIsurj est re´tracte
d’un objet de l’image du foncteur OI ×BI .
Comme les foncteurs KI , BI et KI ×BI sont pleins et essentiellement surjectifs,
par la proposition 4.2.3, la proposition C.1.4 montre qu’ils sont pleinement fide`les et
que leurs images sont des sous-cate´gories de Serre de FGr,I .
La partie de la proposition 5.1.15 relative au foncteur θI , ainsi que la composition
fondamentale donne´e par la proposition suivante, apparaˆıtront sous un jour nouveau
dans la section 7.
Proposition 5.1.16. — Soit I une partie de N. Le foncteur compose´
F ⊗ FIsurj θI−→ FGr,I σI−→ F ⊗FIsurj
est canoniquement isomorphe au foncteur identique.
Cette proprie´te´ de´coule de la proposition 4.2.2.
Proposition 5.1.17. — Soit I une partie de N. Le foncteur ξI : F ⊗FIsurj → FGr,I
est adjoint a` gauche au foncteur σI .
Ce re´sultat et le suivant s’obtiennent en combinant les propositions 4.2.1 et C.1.4. 5.
Proposition 5.1.18. — Soit I une partie de N. Le foncteur ρI est adjoint a` gauche
au foncteur εI . De surcroˆıt, l’unite´ id→ εIρI de l’adjonction est un isomorphisme.
Le corollaire 4.1.12 et la proposition C.6.2 fournissent les adjonctions suivantes.
Proposition 5.1.19. — Soit I une partie de N contenant 0. Le foncteur RI,0 :
FGr,I → F est adjoint a` gauche a` κI et a` droite a` P0,I .
Nous terminons ce paragraphe par deux proprie´te´s de compatibilite´ relatives aux
foncteurs entre F , Fsurj et FGr.
Proposition 5.1.20. — Le foncteur compose´ F ι−→ FGr ε−→ Fsurj s’identifie canoni-
quement au foncteur d’oubli o.
De´monstration. — En effet, le foncteur compose´ Efsurj D−→ EfGr O−→ Ef s’identifie au
foncteur d’inclusion.
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Par adjonction, on en de´duit (cf. propositions 5.1.7, 5.1.18 et 2.3.6) le corollaire
suivant, que l’on peut e´videmment e´tablir par une ve´rification directe.
Corollaire 5.1.21. — Le foncteur ω ◦ ρ : Fsurj → F est canoniquement isomorphe
a` $.
De´composition scalaire et tors de Frobenius. — La cate´gorie EfGr,I(k) est
munie d’une action naturelle du groupe k×. De fac¸on analogue a` la proposi-
tion/de´finition 2.1.7, on en de´duit le re´sultat suivant.
Proposition et de´finition 5.1.22. — E´tant donne´ un entier i, notons (FGr,I)i(k)
la sous-cate´gorie pleine de FGr,I(k) forme´e des foncteurs X tels que X(λ.idV ) =






On notera X '⊕q−1i=1 Xi la de´composition naturelle d’un foncteur X de FGr,I(k)
qu’on en de´duit, ou` Xi ∈ Ob (FGr,I)i(k). On l’appelle de´composition scalaire de X.
De meˆme que Fsurj(k), la cate´gorie FGr,I(k) posse`de un tors de Frobenius, parce
que l’automorphisme φ de la cate´gorie Efk de´duit du morphisme de Frobenius se
prolonge naturellement en un automorphisme de la cate´gorie EfGr,I(k).
Les foncteurs introduits pre´ce´demment posse`dent des proprie´te´s de commutation
vis-a`-vis de la de´composition scalaire et du tors de Frobenius qu’on laisse au lecteur
le soin d’expliciter (pour les foncteurs de pre´composition, elles se lisent sur le foncteur
d’origine entre les cate´gories sources).
Changement de corps. — Si K est une extension finie de k, les foncteurs d’in-
duction et de restriction induisent des foncteurs EfGr,I(k) → EfGr,I(K) et EfGr,I(K) →
EfGr,I(k), d’ou` l’on de´duit, comme dans F et Fsurj , des foncteurs (encore dits d’in-
duction et de restriction) FGr,I(k)→ FGr,I(K) et FGr,I(K)→ FGr,I(k). Ne´anmoins,
comme dans le cas de Fsurj , on perd la proprie´te´ d’adjonction mutuelle entre induc-
tion et restriction.
Tous les foncteurs de pre´composition introduits dans ce paragraphe commutent
aux changements de corps. En revanche, ce n’est pas le cas du foncteur d’inte´grale en
grassmanniennes.
5.2. Structures tensorielles
Il est naturel, comme le montrera la proposition 5.2.5, d’introduire sur la cate´gorie
de foncteurs en grassmanniennes globale FGr, a` coˆte´ de la structure tensorielle usuelle
donne´e par ⊗ (a` laquelle nous nous re´fe´rerons lorsque nous parlerons de structure
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tensorielle sans plus de pre´cision) une seconde structure tensorielle, tre`s analogue a`
celle donne´e par le produit tensoriel total de Fsurj (cf. section 2.1).
De´finition 5.2.1 (Produit tensoriel total). — E´tant donne´s deux objets X et Y
de FGr, on appelle produit tensoriel total de X et Y le foncteur note´ X ⊗˜Y et de´fini
comme suit.
(1) Si (V,W ) est un objet de EfGr, on pose





(2) Si u : (V,W ) (V ′,W ′) est un morphisme de EfGr, le morphisme (X ⊗˜Y )(u) :
(X ⊗˜Y )(V,W ) → (X ⊗˜Y )(V ′,W ′) est de´fini comme la somme directe sur les sous-
espaces A et B de W tels que A+B =W des morphismes





X(V ′, A′)⊗ Y (V ′, B′)
ou` l’on note encore, par abus, u pour les morphismes (V,A)→ (V ′, u(A)) et (V,B)→
(V ′, u(B)) induits par u.
Cette de´finition fait sens puisque u(A) + u(B) = u(A+B) = u(W ) =W ′.
Avant de pre´ciser les liens entre ce produit tensoriel total et celui de´fini dans Fsurj ,
de´finissons un produit tensoriel total dans la cate´gorie auxiliaire F ⊗ Fsurj .
De´finition 5.2.2. — Le produit tensoriel total sur F ⊗ Fsurj est le foncteur ⊗˜ :
(F ⊗ Fsurj) × (F ⊗ Fsurj) → F ⊗ Fsurj donne´, via l’isomorphisme F ⊗ Fsurj '
Fct(Ef ,Fsurj), par
Fct(Ef ,Fsurj)× Fct(Ef ,Fsurj) ' Fct(Ef ,Fsurj ×Fsurj)
e⊗ ∗−−→ Fct(Ef ,Fsurj).
Autrement dit,




X(A, V )⊗ Y (A,W ) (A ∈ Ob Ef , B ∈ Ob Efsurj).
Proposition 5.2.3. — (1) Le produit tensoriel total de´finit sur FGr une structure
mono¨ıdale syme´trique exacte d’unite´ ρ(Is0).
(2) Il existe un monomorphisme X ⊗ Y ↪→ X ⊗˜Y naturel en les objets X et Y de
FGr.
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(3) Les produits tensoriels totaux sur les cate´gories FGr, Fsurj et F⊗Fsurj ve´rifient
les proprie´te´s de compatibilite´ suivantes : on a des isomorphismes naturels
ρ(A ⊗˜B) ' ρ(A) ⊗˜ ρ(B) (A,B ∈ ObFsurj),
ξ(F ⊗˜G) ' ξ(F ) ⊗˜ ξ(G) (F,G ∈ ObF ⊗ Fsurj).
Cette proposition se ve´rifie par inspection.
Remarque 5.2.4. — En revanche, les foncteurs ε, σ et θ ne commutent pas au
produit tensoriel total. Par exemple, on a
















On voit cependant ainsi qu’il existe un e´pimorphisme canonique θ(F ) ⊗˜ θ(G) 
θ(F ⊗˜G).
On dispose d’un foncteur EfGr×EfGr → EfGr donne´ sur les objets par ((A,B), (A′, B′)) 7→
(A ⊕ A′, B ⊕ B′), dont l’action sur les morphismes se de´duit de la fonctorialite´ de
⊕ : Ef × Ef → Ef . La proposition suivante montre l’utilite´ du produit tensoriel total
a` l’aide de ce foncteur.
Proposition 5.2.5. — Il existe dans FGr un isomorphisme PGr(A,B) ⊗˜PGr(A′,B′) '
PGr(A⊕A′,B⊕B′) naturel en les objets (A,B) et (A
′, B′) de EfGr.
De´monstration. — Cet e´nonce´ de´coule de la proposition 4.3.7.
Corollaire 5.2.6. — Le produit tensoriel total de FGr pre´serve les objets projectifs,
les objets de type fini et les objets pfn.
Remarque 5.2.7. — (1) Le produit tensoriel usuel de FGr pre´serve e´galement les
objets de type fini et pfn.
(2) Cependant, le produit tensoriel usuel de deux objets projectifs de FGr n’est
ge´ne´ralement pas projectif, car il en est ainsi dans Fsurj — par exemple, P surjk ⊗P surjE2
n’est pas projectif.
(3) Le produit tensoriel de deux objets projectifs d’une cate´gorie FGr,n est en
revanche projectif. Cela provient de ce que le produit tensoriel d’un k[GLn(k)]-module
projectif et d’un k[GLn(k)]-module fini est projectif, de ce que le produit tensoriel dans
F de deux projectifs est projectif, et de l’isomorphisme (6) de la proposition 5.1.12.
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Contrairement a` la situation que nous venons d’observer pour les projectifs, le pro-
duit tensoriel total posse`de un comportement de´plaisant sur les injectifs. En revanche,
le produit tensoriel ordinaire est adapte´ a` leur e´tude.
On rappelle que le symbole Gr qui intervient dans la proposition suivante a e´te´
introduit dans la notation 4.3.8.
Proposition 5.2.8. — Il existe un isomorphisme




naturel en les objets (A,B) et (A′, B′) de EfGr.
De´monstration. — C’est la version line´arise´e de la proposition 4.3.9.
Corollaire 5.2.9. — Le produit tensoriel de FGr pre´serve :
(1) les objets injectifs de co-type fini ;
(2) les objets de co-type fini ;
(3) les objets co-pfn.
Nous utiliserons e´galement, dans la partie IV, la proposition 5.2.8 par l’in-
terme´diaire du re´sultat suivant.
Corollaire 5.2.10. — Soient (V,W ) et (A,B) deux objets de EfGr. Le morphisme
i(A,B) : k→ IGr(A,B) correspondant a` 1 ∈ k par le lemme de Yoneda induit, par tenso-
risation par IGr(V,W ), un morphisme




(cf. proposition 5.2.8) dont les composantes IGr(V,W ) → IGr(V⊕A,W ′) sont induites par la
projection V ⊕A V .
De´monstration. — La composante IGr(V,W ) → IGr(V⊕A,W ′) de i(A,B) ⊗ IGr(V,W ) s’obtient
par application du foncteur E 7→ kE : Ensop → E a` la transformation naturelle
homEfGr (·, (V ⊕A,W
′)) ↪→ homEfGr (·, (V,W ))×homEfGr (·, (A,B)) homEfGr (·, (V,W )) ,
qui est induite par la projection V ⊕A V , d’ou` le corollaire.
La proposition suivante (qui ge´ne´ralise la dernie`re assertion de la proposition 2.3.6)
constitue la principale motivation de l’introduction du produit tensoriel total dans
FGr.
Proposition 5.2.11. — Il existe dans F un isomorphisme
ω(X ⊗˜Y ) ' ω(X)⊗ ω(Y )
naturel en les objets X et Y de FGr.
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De´monstration. — Cela provient, par line´arisation, de la de´composition ensembliste
Gr(V )× Gr(V ) '
∐
W∈Gr(V )
{(A,B) ∈ Gr(W )× Gr(W ) |A+B =W}
naturelle en l’objet V de Ef .
5.3. Le foncteur diffe´rence
Comme dans la cate´gorie F , il existe dans les cate´gories FGr,I un foncteur
diffe´rence, fondamental dans l’e´tude de ces cate´gories, notamment de leurs objets
finis. L’analogie avec le cas de F est particulie`rement e´troite du fait que le foncteur
diffe´rence des FGr,I (( n’agit pas sur la base )).
Convention 5.3.1. — Dans toute cette section, J de´signe une partie de N.
De´finition 5.3.2 (Foncteurs de de´calage et foncteur diffe´rence dans FGr,J)
(1) Soit V un objet de Ef . Le foncteur FGr,J → FGr,J de pre´composition par le
foncteur de translation V  · : EfGr,J → EfGr,J (cf. de´finition 4.1.6) est appele´ foncteur
de de´calage par V et se note ∆Gr,JV .
On a ainsi ∆Gr,JV X(A,B) = X(V ⊕A,B) pour X ∈ ObFGr,J et (A,B) ∈ Ob EfGr,J .
La bifonctorialite´ de  rend l’association V 7→ ∆Gr,JV fonctorielle.
(2) Le foncteur diffe´rence ∆Gr,J de FGr,J est le noyau de la transformation natu-
relle ∆Gr,Jk → id induite par le morphisme k→ 0 de Ef .
La proposition suivante, laisse´e au lecteur, montre que le comportement de ces
foncteurs ne de´pend gue`re de la partie J de N.










commute a` isomorphisme canonique pre`s, lorsque le prolongement par ze´ro PI,J est
de´fini. Il existe une proprie´te´ analogue relative au foncteur de restriction RJ,I .
Une grande part des conside´rations relatives aux foncteurs de de´calage et diffe´rence
de F se transcrivent dans FGr,J . Notons tout d’abord que la transformation naturelle
id→ ∆Gr,Jk procure un scindement canonique
∆Gr,Jk ' ∆Gr,J ⊕ id ,
de sorte que ∆Gr,J commute aux limites et colimites, comme les foncteurs de de´calage.
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Une autre proprie´te´ fondamentale, similaire a` la proposition 1.3.1 relative a` F ,
re´side dans l’existence d’adjoints a` gauche et a` droite exacts et explicites aux foncteurs
de de´calage et diffe´rence.
Proposition 5.3.4. — Soit V un objet de Ef . Le foncteur ∆Gr,JV est adjoint :
(1) a` droite a` · ⊗ ιJ(PV ) ;
(2) a` gauche a` · ⊗ κJ(IV ).
Ces adjonctions sont naturelles en V .
De´monstration. — On combine les propositions C.3.2 et C.3.3 avec les isomorphismes
de la proposition 4.1.11.
Corollaire 5.3.5. — Le foncteur diffe´rence ∆Gr,J est adjoint :
(1) a` droite a` · ⊗ ιJ(P¯k) ;
(2) a` gauche a` · ⊗ κJ(I¯k).
Corollaire 5.3.6. — Les foncteurs de de´calage et le foncteur diffe´rence de FGr,J
conservent les objets projectifs et les objets injectifs.
De´monstration. — C’est une conse´quence formelle de la proposition et du corollaire
pre´ce´dents et de l’exactitude des adjoints.
Nous e´valuons maintenant les foncteurs de de´calage sur les objets projectifs et
injectifs standard de la cate´gorie FGr,J .
Proposition 5.3.7. — Il existe des isomorphismes
∆Gr,JV (P
Gr,J




(A,B)) ' IA(V )⊗ IGr,J(A,B)
naturels en les objets V de Ef et (A,B) de EfGr,J .
De´monstration. — C’est une conse´quence formelle de la proposition 4.1.11.
Comme dans le cas de F , cette proprie´te´ a l’utile conse´quence suivante.
Corollaire 5.3.8. — Les foncteurs de de´calage et le foncteur diffe´rence de FGr,J
conservent les objets de type fini, de co-type fini, pfn et co-pfn.
De´monstration. — Ce corollaire se de´duit de la proposition 5.3.7 et de la commutation
des foncteurs de de´calage et diffe´rence aux limites et colimites.
La proposition suivante donne les proprie´te´s de compatibilite´ entre les deux pro-
duits tensoriels de FGr et son foncteur diffe´rence.
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Proposition 5.3.9. — Soient X et Y deux objets de FGr,J et V un objet de Ef . Il
existe des isomorphismes naturels
∆GrV (X ⊗ Y ) ' ∆GrV X ⊗∆GrV Y,
∆Gr(X ⊗ Y ) ' (∆GrX ⊗ Y )⊕ (X ⊗∆GrY )⊕ (∆GrX ⊗∆GrY ) ;
et, dans le cas ou` J = N,
∆GrV (X ⊗˜Y ) ' ∆GrV X ⊗˜∆GrV Y,
∆Gr(X ⊗˜Y ) ' (∆GrX ⊗˜Y )⊕ (X ⊗˜∆GrY )⊕ (∆GrX ⊗˜∆GrY ).
De´monstration. — E´tablissons la premie`re assertion relative au produit tensoriel to-
tal : si (A,B) est un objet de EfGr, on a









∆V (X)(A,W )⊗∆V (Y )(A,W ′) = ∆V (X) ⊗˜∆V (Y )(A,B).
L’inclusion canonique
X ⊗˜Y ↪→ ∆Grk (X ⊗˜Y ) = ∆Grk (X) ⊗˜∆Grk (Y ) ' (X ⊕∆Gr(X)) ⊗˜ (Y ⊕∆Gr(Y ))
' (X ⊗˜Y )⊕ (X ⊗˜∆Gr(Y ))⊕ (∆Gr(X) ⊗˜Y )⊕ (∆Gr(X) ⊗˜∆Gr(Y ))
s’identifie a` l’inclusion du facteur direct, d’ou` le dernier point.
La premie`re assertion relative au produit tensoriel ordinaire re´sulte de ce que ∆GrV
est un foncteur de pre´composition ; la seconde s’en de´duit comme dans le cas du
produit tensoriel total.
Commutation des foncteurs fondamentaux aux foncteurs diffe´rences. —
Conforme´ment a` nos conventions ge´ne´rales (cf. notation C.1.1), l’endofoncteur ∆∗ de
F ⊗FJsurj ' Fct(EJsurj ,F) qui apparaˆıt dans la proposition suivante est donne´ par la
postcomposition par le foncteur diffe´rence ∆ de F .
Proposition 5.3.10. — (1) On a des isomorphismes canoniques ∆Gr,J ◦ ιJ '
ιJ ◦∆ et ∆Gr,J ◦ κJ ' κJ ◦∆ de foncteurs F → FGr,J .
(2) On a des isomorphismes canoniques ∆Gr,J ◦ξJ ' ξJ ◦∆∗ et ∆Gr,J ◦θJ ' θJ ◦∆∗
de foncteurs F ⊗ FJsurj → FGr,J .
(3) On a un isomorphisme canonique ∆∗ ◦ σJ ' σJ ◦∆Gr,J de foncteurs FGr,J →
F ⊗FJsurj.
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De´monstration. — E´tablissons par exemple le dernier point, les autres se montrant




(F2⊕·)×EJsurj // Ef × EJsurj
LJ

EfGr,J k· // EfGr,J
commute a` isomorphisme canonique pre`s, d’ou` un isomorphisme canonique ∆˜∗ ◦σJ '
σJ ◦∆Gr,Jk , puis ∆∗ ◦ σJ ' σJ ◦∆Gr,J .
5.4. Foncteurs polynomiaux
Le foncteur diffe´rence de FGr,J permet d’introduire les foncteurs polynomiaux de
cette cate´gorie. On commence, a` l’aide du lemme et de la proposition suivants, par
identifier le noyau du foncteur diffe´rence, qui, contrairement au cas de la cate´gorie F ,
ne se re´duit pas aux foncteurs constants.
Lemme 5.4.1. — Le foncteur compose´ ∆Gr,JρJ : FJsurj → FGr,J est nul.
De´monstration. — Pour tout V ∈ Ob Ef , l’injection naturelle ρJ ↪→ ∆Gr,JV ◦ ρJ est









commute (a` isomorphisme naturel pre`s).
Proposition et de´finition 5.4.2 (Foncteurs pseudo-constants)
Soit X un objet de FGr,J . Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) le foncteur ∆Gr,JX est nul ;
(2) la cou¨nite´ ρJεJ(X) → X de l’adjonction de la proposition 5.1.18 est un iso-
morphisme ;
(3) il existe un objet R de FJsurj tel que X est isomorphe a` ρJ(R).
Lorsqu’elles sont ve´rifie´es, nous dirons que X est un foncteur pseudo-constant.
De´monstration. — La cou¨nite´ ρJεJ(X) → X est donne´e sur l’objet (V,W ) de EfGr,J
par l’injection X(W,W ) ↪→ X(V,W ) induite par le morphisme canonique (W,W )→
(V,W ) de EfGr,J . La premie`re assertion signifie que le monomorphisme canonique
X(A,B) ↪→ X(A⊕ k, B) est un isomorphisme pour tout objet (A,B) de EfGr,J , on en
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de´duit donc que le morphisme pre´ce´dent est un isomorphisme par re´currence sur la
codimension de W dans V . Ainsi, la premie`re assertion implique la deuxie`me.
Il est clair que la deuxie`me implique la troisie`me. Enfin, la troisie`me entraˆıne la
premie`re par le lemme 5.4.1.
Nous introduisons maintenant la notion ge´ne´rale de foncteur polynomial et de fonc-
teur analytique de FGr,J , de la meˆme manie`re que dans F . Nous avons pre´ce´demment
identifie´ les foncteurs polynomiaux de degre´ 0.
De´finition 5.4.3 (Foncteurs polynomiaux, analytiques dans FGr,J)
Un foncteur X ∈ ObFGr,J est dit :
(1) polynomial s’il existe un entier naturel n tel que (∆Gr,J)nX = 0 ;
(2) analytique s’il est colimite de ses sous-foncteurs polynomiaux.
Le degre´ d’un foncteur polynomial X est le plus grand entier positif n tel que
(∆Gr,J)nX 6= 0 si X est non nul, on le note degX ; on pose e´galement deg 0 = −∞.
Notation 5.4.4. — Nous de´signerons par FkGr,J la sous-cate´gorie pleine de FGr,J
forme´e des foncteurs polynomiaux de degre´ au plus k.
La proposition 5.3.9 a la conse´quence suivante.
Proposition 5.4.5. — (1) Si X et Y sont deux foncteurs polynomiaux de FGr,J ,
alors X⊗Y et X ⊗˜Y sont polynomiaux et deg(X⊗Y ) = deg(X ⊗˜Y ) = degX+deg Y .
(2) Le produit tensoriel total (donc aussi usuel) de deux foncteurs analytiques de
FGr,J est analytique.
(3) Un foncteur X de FGr,J est polynomial si et seulement si ∆Gr,JX est polyno-
mial ; dans ce cas deg(∆Gr,JX) = degX − 1 si X n’est pas pseudo-constant.
Afin de donner les proprie´te´s de conservation des foncteurs polynomiaux ou ana-
lytiques par les foncteurs fondamentaux de source ou de but FGr,J , nous avons be-
soin d’introduire la notion de foncteur polynomial ou analytique dans la cate´gorie
F ⊗ FJsurj ' Fct(EJsurj ,F).
Proposition et de´finition 5.4.6. — Soient X un objet de F ⊗ FJsurj et i ∈ N.
(1) Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
(a) Le foncteur ∆i∗X est nul.
(b) Le foncteur X appartient a` la sous-cate´gorie e´paisse Fct(EJsurj ,F i−1) de
Fct(EJsurj ,F).
Lorsque ces conditions sont ve´rifie´es, nous dirons que X est un foncteur polynomial
de degre´ strictement infe´rieur a` i.
(2) On dit que X est analytique s’il est colimite de ses sous-foncteurs polynomiaux.
De´monstration. — C’est une application directe de la proposition C.1.3.
L’e´nonce´ qui suit de´coule quant a` lui de la proposition 5.3.10.
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Proposition 5.4.7. — (1) (a) Si F est un objet de F , F est polynomial
si et seulement si ιJ(F ) est un objet polynomial de FGr,J . Ils ont alors meˆme
degre´.
(b) Si F est un objet de F , F est polynomial si et seulement si κJ(F ) est un
objet polynomial de FGr,J . Ils ont alors meˆme degre´.
(2) (a) Un objet F de F ⊗ FJsurj est polynomial si et seulement si l’objet
ξJ(F ) de FGr,J est polynomial. Ils ont alors meˆme degre´.
(b) Si F est un objet de F⊗FJsurj, F est polynomial si et seulement si θJ(F )
est un objet polynomial de FGr,J . Ils ont alors meˆme degre´.
(3) Un objet X de FGr,J est polynomial si et seulement si l’objet σJ(X) de F⊗FJsurj
est polynomial. Ils ont alors meˆme degre´.
Comme les foncteurs conside´re´s commutent aux colimites, on en de´duit le corollaire
suivant.
Corollaire 5.4.8. — Les foncteurs ιJ , κJ , ξJ , θJ et σJ pre´servent les foncteurs
analytiques.
Remarque 5.4.9. — En revanche, le foncteur d’inte´grale en grassmanniennes ω :
FGr → F ne pre´serve pas les foncteurs analytiques. Nous reviendrons en de´tail sur
cette observation essentielle dans la partie III.
Quotients de la filtration polynomiale de FGr,J . — Graˆce a` la proposition 5.4.2,
la cate´gorie F0Gr,J est e´quivalente a` la cate´gorie FJsurj . A` l’aide des lemmes 5.4.10
et 5.4.12, nous allons ge´ne´raliser ce re´sultat en identifiant les cate´gories quotients
FkGr,J/Fk−1Gr,J pour tout entier k. Dans la section suivante, nous appliquerons ces
re´sultats a` la description des objets simples de FGr,J .
Lemme 5.4.10. — Soit X un objet polynomial de degre´ i ≥ 0 de FGr,J . Le noyau
de l’e´pimorphisme canonique pX : ξJ σJ(X)  X (cou¨nite´ de l’adjonction de la
proposition 5.1.17) est de degre´ strictement infe´rieur a` i.
De´monstration. — La proposition 5.3.10 montre que les endofoncteurs ξJ σJ et ∆Gr,J
de FGr,J commutent a` isomorphisme pre`s ; de plus, ∆Gr,J(pX) ' p∆Gr,JX . Comme
pX est un isomorphisme lorsque le foncteur X est pseudo-constant, cela donne la
conclusion.
Lemme 5.4.11. — Si F est un objet polynomial de degre´ i ≥ 0 de F⊗FJsurj, le noyau
de l’e´pimorphisme canonique ξJ(F ) θJ(F ) est de degre´ strictement infe´rieur a` i.
De´monstration. — Ce lemme s’obtient par application du pre´ce´dent a` l’objet θJ(F )
de FGr,J , qui est de degre´ i par la proposition 5.4.7, puisque σJ ◦ θJ ' id (proposi-
tion 5.1.16).
Le lemme suivant se de´montre de la meˆme fac¸on que le lemme 5.4.10.
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Lemme 5.4.12. — Soit F un objet polynomial de degre´ i ≥ 0 de F ⊗ FJsurj. Le
conoyau du monomorphisme canonique F ↪→ σJ ξJ(F ) (unite´ de l’adjonction de la
proposition 5.1.17) est de degre´ strictement infe´rieur a` i.
Les lemmes 5.4.10 et 5.4.12 impliquent l’important re´sultat suivant.
Proposition 5.4.13. — (1) Le foncteur ξJ : Fct(Ef×EJsurj , E) ' Fct(EJsurj ,F)→
FGr,J induit un foncteur Fct(EJsurj ,Fn/Fn−1)→ FnGr,J/Fn−1Gr,J pour tout n ∈ N.
(2) Ce foncteur est une e´quivalence de cate´gories dont un inverse est donne´ par
le foncteur FnGr,J/Fn−1Gr,J → Fct(EJsurj ,Fn/Fn−1) induit par σJ : FGr,J → Fct(Ef ×
EJsurj , E) ' Fct(EJsurj ,F).
Nous utiliserons e´galement la description suivante de l’e´quivalence de cate´gories
donne´e par la proposition 5.4.13.
Proposition 5.4.14. — Le foncteur Fct(EJsurj ,Fn/Fn−1) → FnGr,J/Fn−1Gr,J induit
par θJ est le meˆme que celui qu’induit ξJ .
De´monstration. — Il s’agit d’une conse´quence directe du lemme 5.4.11.
Les propositions 5.4.13 et 1.4.1 fournissent le corollaire suivant.
Corollaire 5.4.15. — On suppose d = 1, i.e. le corps k premier.
Pour tout entier naturel n, les cate´gories FnGr,J/Fn−1Gr,J et Fct(EJsurj ,Modk[Σn]) sont
e´quivalentes.
5.5. Foncteurs finis
Les re´sultats de la section pre´ce´dente permettent de de´crire les objets simples et
les objets finis des cate´gories FGr,I a` partir de ceux de F et FIsurj . Comme pour la
cate´gorie F , l’un des re´sultats les plus importants re´side dans le caracte`re polynomial
des objets finis.
Convention 5.5.1. — Dans cette section, I de´signe une partie de N.
Lemme 5.5.2. — Soit X un objet de FGr,I tel que ∆Gr,IX est un objet fini de FGr,I
et εI(X) un objet fini de FIsurj. Alors X est fini.
De´monstration. — Le foncteur exact
(∆Gr,I , εI) : FGr,I → FGr,I ×FIsurj .
est fide`le : son noyau est constitue´ des foncteurs pseudo-constants X tels que εI(X) =
0. Mais un tel foncteur X est isomorphe a` ρIεI(X) = 0, par la proposition 5.4.2, d’ou`
la fide´lite´ annonce´e. La proposition B.2.3 (page 188) donne donc la conclusion.
Remarque 5.5.3. — On a des re´sultats semblables en remplac¸ant dans cet e´nonce´
fini par de type fini, pfn ou co-pfn.
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De´finition 5.5.4 (Niveau). — On appelle niveau d’un objet X de FGr,I l’e´le´ment
niv(X) = sup {dimW | (V,W ) ∈ Ob EfGr,I X(V,W ) 6= 0}
de I ∪ {−∞,+∞}. On dit que X est de niveau fini si niv(X) < +∞.
On de´finit de meˆme le coniveau de X comme l’e´le´ment
coniv(X) = inf {dimW | (V,W ) ∈ Ob EfGr,I X(V,W ) 6= 0}
de I ∪ {+∞}.
Ainsi, lorsque l’ensemble I est fini, tous les foncteurs de FGr,I sont de niveau fini.
Proposition 5.5.5. — Un objet de FGr,I est fini si et seulement s’il est polynomial,
a` valeurs de dimension finie et de niveau fini.
De´monstration. — Soient S un objet simple de FGr,I et (A,B) un objet de Ef×EIsurj
tel que S(LI(A,B)) 6= 0 (le foncteur LI est essentiellement surjectif — cf. proposi-
tion 4.2.3), de sorte qu’il existe un e´pimorphisme PGr,ILI(A,B) ' ιI(PA)⊗ ρI(P
EIsurj
B ) 
S (cf. proposition 5.1.12). Cela montre d’une part que S est a` valeurs de dimen-
sion finie, et que S(V,W ) = 0 pour dimW > dimB. D’autre part, comme l’objet
PA de F est coanalytique (proposition 1.3.4), il existe un objet polynomial F de
F et un e´pimorphisme ιI(F ) ⊗ ρI(P surjB )  S. La proposition 5.4.7 montre que
ιI(F ) ⊗ ρI(P surjB ), donc S, est polynomial. On en de´duit les meˆmes proprie´te´s pour
les foncteurs finis par un argument d’e´paisseur.
La re´ciproque re´sulte du lemme 5.5.2 et de la proposition 2.2.7 par re´currence sur
le degre´ polynomial.
Cette proposition essentielle permet d’e´tablir la pre´servation des foncteurs finis par
les foncteurs ξI , θI et σI , donne´e par le corollaire suivant.
Corollaire 5.5.6. — Soient F un objet de F et A un objet de FIsurj.
(1) Si F et A sont finis, il en est de meˆme pour ιI(F )⊗ ρI(A). La re´ciproque est
vraie si A et F sont non nuls.
(2) Si F et A sont finis, il en est de meˆme pour κI(F )⊗ ρI(A). La re´ciproque est
vraie si A et F sont non nuls.
(3) Un objet X de FGr,I est fini si et seulement si l’objet σI(X) de F ⊗ FIsurj est
fini.
De´monstration. — Traitons le premier cas, en e´cartant le cas trivial ou` F ou A est nul.
Le foncteur ιI(F )⊗ ρI(A) = ξI(F A) (on rappelle que le produit tensoriel exte´rieur
 est introduit a` la section C.5) est polynomial si et seulement s’il en est de meˆme
pour F A, par la proposition 5.4.7, ou encore de F , puisque ∆∗(F A) = ∆(F )A.
Le foncteur ιI(F ) ⊗ ρI(A) est a` valeurs de dimension finie si et seulement s’il en est
de meˆme pour F et A. Enfin, le foncteur F  A est de niveau fini si et seulement
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si A(En) = 0 pour n assez grand. Les propositions 5.5.5 et 2.2.7 fournissent donc la
premie`re assertion.
Les autres s’e´tablissent de fac¸on analogue.
Notation 5.5.7. — Nous de´signerons par la suite par F lfGr,I la sous-cate´gorie pleine
de FGr,I forme´e des objets localement finis.
Le corollaire suivant donne les principales proprie´te´s de re´gularite´ des objets finis
et localement finis de FGr,I .
Corollaire 5.5.8. — (1) Si X est un objet fini de FGr,I , il en est de meˆme pour
∆Gr,IX.
(2) Le produit tensoriel total (donc, a fortiori, usuel) de deux objets finis de FGr,I
est fini.
(3) Les objets finis de FGr,I sont pf∞ et co-pf∞.
(4) La sous-cate´gorie F lfGr,I de FGr,I est e´paisse. Ses objets sont les foncteurs ana-
lytiques.
(5) Un objet de FGr,I est de co-type fini si et seulement s’il est analytique et de
socle fini.
De´monstration. — Elle est similaire a` celle du corollaire 1.3.5. Pour le dernier point,
on e´tablit que les injectifs standard de FGr,I sont analytiques de la fac¸on suivante :
le corollaire 5.4.8 et la proposition 1.3.4 montrent que l’image par le foncteur ιI
d’un injectif standard de F est analytique. Comme tout injectif standard de FGr,I est
facteur direct d’un tel foncteur, par la proposition 5.1.14, cela donne la conclusion.
Description des objets simples. — Les objets simples de la cate´gorie FGr,I seront
ramene´s a` ceux de la cate´gorie F ⊗ FIsurj . Le lemme suivant les de´crit a` partir des
objets simples de F et FIsurj , qui sont eux-meˆmes assez bien compris (cf. chapitres 1
et 2).
Lemme 5.5.9. — Les objets simples de F ⊗ FIsurj sont, a` isomorphisme pre`s, les
S  R, ou` S est un objet simple de F et R un objet simple de FIsurj. Le produit
tensoriel exte´rieur induit de plus un isomorphisme d’anneaux (sans unite´ si I est
infini) Gf0 (F ⊗ FIsurj) ' Gf0 (F)⊗Gf0 (FIsurj).
De´monstration. — Cela de´coule de la proposition C.5.2 (page 195) et de son corol-
laire C.5.3, dont les hypothe`ses sont ve´rifie´es graˆce a` la proposition 1.4.3 (page 8).
Avec la proposition 5.5.5, le re´sultat suivant est le plus important de ce chapitre.
Proposition 5.5.10. — (1) E´tant donne´ un objet X de FGr,I , les assertions sui-
vantes sont e´quivalentes :
(a) l’objet X de FGr,I est simple ;
(b) l’objet σI(X) de F ⊗ FIsurj est simple ;
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(c) il existe un objet simple F de F et un objet simple R de FIsurj tel que X
est isomorphe a` κI(F )⊗ ρI(R).
(2) Les foncteurs exacts σI et θI induisent des isomorphismes d’anneaux (sans
unite´ si I est infini) entre Gf0 (FGr,I) et Gf0 (F ⊗ FIsurj) ' Gf0 (F) ⊗ Gf0 (FIsurj)
re´ciproques l’un de l’autre.
De´monstration. — La proposition 5.1.15. 2 montre que le foncteur θI transforme un
objet simple de F ⊗ FIsurj en un objet simple de FGr,I et induit un monomorphisme
de groupes abe´liens, compatible au produit, Gf0 (F ⊗ FIsurj) ↪→ Gf0 (FGr,I). Ces deux
groupes sont naturellement gradue´s par le degre´ polynomial, qui est respecte´ par θI
(cf. proposition 5.4.7), de sorte que ce monomorphisme s’identifie a` la somme directe
sur k ∈ N des morphismes
Gf0 (Fct(EIsurj ,Fk/Fk−1))→ FkGr,J/Fk−1Gr,J
induits par θI , lesquels sont des isomorphismes par la proposition 5.4.13. La compa-
tibilite´ au produit tensoriel exte´rieur pour I = N provient de la proposition 5.2.3.
Cela de´montre la seconde assertion de l’e´nonce´, et la premie`re compte-tenu du
lemme 5.5.9 et de ce que l’isomorphisme Gf0 (FGr,I) '−→ Gf0 (F ⊗ FIsurj) inverse du
pre´ce´dent est induit par σI (par les propositions 5.4.7 et 5.4.14).
Corollaire 5.5.11. — Le foncteur exact ξI induit un isomorphisme d’anneaux (sans
unite´ si I est infini) entre Gf0 (F)⊗Gf0 (FIsurj) ' Gf0 (F ⊗ FIsurj) et Gf0 (FGr,I).
Dans le cas ou` I = N, ces foncteurs induisent e´galement un isomorphisme d’an-
neaux pour la structure induite par le produit tensoriel total sur FGr et Fsurj (et le
produit tensoriel sur F).
De´monstration. — Pour obtenir l’isomorphisme de groupes, il suffit de reprendre la
de´monstration de la proposition 5.5.10, compte-tenu de la proposition 5.4.14. La pro-
position 5.2.3 procure la compatibilite´ au produit tensoriel total.
Quelques conse´quences. — Avant d’aborder la description des objets projectifs
inde´composables de FGr,I (proposition 5.5.15), qui sera cependant moins explicite que
celle de ses objets simples, nous tirons de la proposition 5.5.10 le corollaire suivant re-
latif aux cosocles — rappelons que cette notion est introduite dans la de´finition B.1.12.
Corollaire 5.5.12. — Pour tout objet F de F ⊗ FIsurj, on a des isomorphismes
naturels
cosoc ξI(F ) ' cosoc θI(F ) ' θI(cosocF ).
Le premier isomorphisme est induit par la projection canonique ξI(F ) θI(F ) et le
second par F  cosocF .
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De´monstration. — Graˆce a` la proposition 5.5.10, l’isomorphisme cosoc ξI(F ) '
θI(cosocF ) provient des isomorphismes naturels
homGr(ξI(F ), θI(S)) ' homF⊗FIsurj (F, σIθI(S)) ' homF⊗FIsurj (F, S)
de´duits des propositions 5.1.17 et 5.1.16.
L’isomorphisme cosoc θI(F ) ' θI(cosocF ) se de´duit de la seconde assertion de la
proposition 5.1.15.
Remarque 5.5.13. — Le premier isomorphisme du corollaire 5.5.12 implique, que
pour tout objet de type fini F de F , l’e´pimorphisme canonique ιI(F )  κI(F ) est
essentiel. En effet, un e´pimorphisme entre objets co-localement finis et a` valeurs de
dimension finie de FGr,I qui induit un isomorphisme entre les cosocles est essentiel —
cet e´nonce´ s’obtient, par dualite´, a` partir de l’observation que dans une cate´gorie de
Grothendieck, un monomorphisme entre objets localement finis qui induit un isomor-
phisme entre les socles est essentiel.
Le comportement de l’e´pimorphisme canonique ιI  κI est totalement diffe´rent
sur les objets de co-type fini ; ainsi, la proposition 5.1.14 montre que, dans le cas ou`
I = N, cet e´pimorphisme se scinde toujours lorsque F est un injectif standard IV de
F (alors que ι(IV ) κ(IV ) n’est un isomorphisme que pour V = 0).
Rappelons que K0 de´signe le groupe de Grothendieck des classes d’objets projectifs
inde´composables de type fini (cf. notation B.3.3).
Lemme 5.5.14. — (1) Le produit tensoriel exte´rieur induit un isomorphisme
K0(F)⊗K0(FIsurj) '−→ K0(F ⊗ FIsurj).
(2) Si I est une cate´gorie essentiellement petite ve´rifiant l’hypothe`se C.2.9
(page 193), on obtient des isomorphismes re´ciproques l’un de l’autre entre Gf0 (Fct(I, Ek))
et K0(Fct(I, Ek)) en associant a` un objet simple sa couverture projective et a` un
objet projectif de type fini son cosocle.
De´monstration. — La premie`re assertion se de´montre de manie`re analogue au
lemme 5.5.9.
La seconde est un re´sultat classique en the´orie des repre´sentations (cf. [CR90]) ;
dans le cas ge´ne´ral, on le de´duit aise´ment en dualisant (a` l’aide de l’hypothe`se C.2.9)
des proprie´te´s des enveloppes injectives dans les cate´gories de Grothendieck (cf.
[Gab62]) — on pourra se reporter a` [Dja06d] pour une de´monstration de´taille´e.
Proposition 5.5.15. — Le foncteur ξI : F⊗FIsurj → FGr,I induit un isomorphisme
de groupes abe´liens K0(F ⊗ FIsurj) '−→ K0(FGr,I).
Ainsi, le produit tensoriel des morphismes induits par ιI et ρI fournit un isomor-
phisme K0(F)⊗K0(FIsurj) '−→ K0(FGr,I).
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Dans le cas ou` I = N, le produit tensoriel total sur FGr et Fsurj et le produit ten-
soriel sur F munissent les deux membres de structures d’anneau commutatif ; l’iso-
morphisme pre´ce´dent est un isomorphisme d’anneaux pour ces structures.
De´monstration. — La proposition 5.1.12 montre que le foncteur exact ξI conserve les
objets projectifs de type fini, il induit donc un morphisme de groupesK0(F⊗FIsurj)→








Gf0 (F ⊗ FIsurj)
(θI)∗ // Gf0 (FGr,I)
commute, ou` les fle`ches verticales, induites par le cosocle, sont des isomorphismes par
la seconde assertion du lemme 5.5.14. Comme le morphisme (θI)∗ est un isomorphisme
par la proposition 5.5.10, il en est de meˆme pour le morphisme (ξI)∗.
La premie`re assertion du lemme 5.5.14 permet d’en de´duire l’isomorphisme
K0(F)⊗K0(FIsurj) '−→ K0(FGr,I).
Le corollaire 5.2.6 e´tablit enfin la compatibilite´ au produit tensoriel exte´rieur.
Remarque 5.5.16. — L’inverse de l’isomorphisme de la proposition 5.5.15 ne se
de´crit pas simplement en termes des foncteurs fondamentaux depuis FGr,I .
CHAPITRE 6
LA CATE´GORIE F˜Gr
Nous introduisons dans ce chapitre une cate´gorie de foncteurs F˜Gr(k), qui est intui-
tivement a` FGr(k) ce que F(k) est a` Fsurj(k). Nous en e´tudions quelques proprie´te´s
dans la section 6.1 en vue d’applications a` d’autres cate´gories. C’est la proprie´te´ de
dualite´ de´montre´e dans la section 6.2, qui n’a pas d’analogue dans FGr(k), qui nous
permettra de comple´ter les renseignements sur la structure du foncteur k[Gr] de´duits
du chapitre 2 (section 6.3).
Cette proprie´te´ interviendra e´galement dans la partie III, afin d’appliquer des pro-
prie´te´s du foncteur ω a` la cate´gorie Finj(k).
Notation 6.0.1. — Nous noterons F˜Gr(k) la cate´gorie Fct(E˜fGr(k), Ek).
6.1. Ge´ne´ralite´s
La cate´gorie F˜Gr posse`de un comportement assez diffe´rent des cate´gories FGr ou
FGr,n : elle n’entre pas dans le cadre e´tudie´ au chapitre 3, de sorte qu’elle ne s’in-
terpre`te pas clairement en termes de (co)modules.
Plutoˆt que de donner une description comple`te des foncteurs qui apparaissent na-
turellement, par pre´composition, a` partir des foncteurs e´tudie´s dans le chapitre 4,
nous nous focaliserons sur les liens entre F˜Gr et FGr.
Notation 6.1.1. — Le foncteur de pre´composition i˜ncl
∗
: F˜Gr → FGr sera note´ R.
Nous introduisons maintenant un foncteur tre`s analogue au foncteur $.
Proposition et de´finition 6.1.2. — Il existe un foncteur exact et fide`le J : FGr →
F˜Gr de´fini de la manie`re suivante :
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– action sur les morphismes : si f : (V,B) → (V ′, B′) est un morphisme de
E˜fGr, J(X)(f) a pour composante X(V,W ) → X(V ′,W ′) (ou` W ∈ Gr(B) et
W ′ ∈ Gr(B′)) le morphisme induit par f si W ′ = f(W ) et 0 sinon,
– fonctorialite´ : si t : X → Y est un morphisme de FGr, J(t) : J(X) → J(Y )
s’obtient sur l’objet (V,B) par somme directe des t(V,W ) pour W ∈ Gr(B).
Proposition 6.1.3. — Le foncteur J : FGr → F˜Gr est adjoint a` gauche a` R.
La ve´rification de ces proprie´te´s, analogue a` celle des propositions 2.3.5 et 2.3.6
(ou 3.1.5 et 3.1.7), est laisse´e au lecteur.
Notation 6.1.4. — L’endofoncteur R ◦ J de FGr sera note´ I.
Explicitement, on a




pour X ∈ ObFGr et (V,W ) ∈ Ob EfGr.
L’unite´ de l’adjonction de la proposition 6.1.3 procure une transformation natu-
relle injective id → I. Elle est donne´e sur un objet X par l’inclusion X(V,W ) ↪→
I(X)(V,W ) correspondant au facteur direct de (8) obtenu pour B =W .






X(V,W ) (X ∈ ObFGr, (V,B) ∈ Ob EfGr).
Cette transformation naturelle jouera un roˆle essentiel dans la section 10.2.
Remarque 6.1.6. — Le diagramme suivant d’endofoncteurs de FGr, dans lequel les











Nous introduisons a` pre´sent l’auto-dualite´ de la cate´gorie F˜Gr que l’on de´duit de
la proposition/de´finition 4.3.3, dont on conserve la notation (·)∨.
De´finition 6.1.7. — Le foncteur de dualite´ (F˜Gr)op → F˜Gr, note´ DGr, est la com-
pose´e de la pre´composition par (·)∨ : (E˜fGr)op → E˜fGr et de la postcomposition par
(·)∗ : Eop → E .
On a ainsi (DGrX)(V,W ) = X((V,W )∨)∗ pour tous X ∈ Ob F˜Gr et (V,W ) ∈
Ob E˜fGr.
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La proposition suivante, que l’on de´duit aussitoˆt de la proposition C.2.7, justifie
l’appellation de dualite´.
Proposition 6.1.8. — (1) Le foncteur DGr : (F˜Gr)op → F˜Gr est adjoint a` droite
a` DopGr.
(2) Le foncteur DGr induit une e´quivalence entre la sous-cate´gorie pleine de F˜Gr
des foncteurs a` valeurs de dimension finie et sa cate´gorie oppose´e.
Cela permet de de´finir la notion d’objet auto-dual de F˜Gr, de fac¸on similaire a` la
de´finition 1.1.1.
De´composition scalaire, tors de Frobenius et changement de corps. —
Comme la cate´gorie E˜fGr(k) est k-line´aire, il existe dans F˜Gr une de´composition scalaire
au sens de la proposition/de´finition C.4.2. On dispose par ailleurs, comme dans la
cate´gorie FGr(k), d’un tors de Frobenius et de foncteurs de restriction et d’induction
relativement a` une extension finie de k. On laisse au lecteur le soin d’e´crire les de´tails
et les proprie´te´s de compatibilite´ de ces diffe´rents foncteurs.
Objets finis. — La cate´gorie E˜f e´tant additive, on dispose d’un endofoncteur de
de´calage ∆fGrA dans F˜Gr associe´ a` chaque objet A de E˜f , et l’on a des inclusions
canoniques scinde´es id ↪→ ∆fGr(k,0) et id ↪→ ∆fGr(k,k), de conoyaux note´s ∆¯fGr(k,0) et ∆¯fGr(k,k)
respectivement. On peut alors montrer le re´sultat suivant.
Proposition 6.1.9. — Un objet de F˜Gr est fini si et seulement s’il est nilpotent pour
les deux foncteurs ∆¯fGr(k,0) et ∆¯fGr(k,k) et a` valeurs de dimension finie.
Esquissons la de´monstration de cette proposition, que nous n’utiliserons pas :
(1) le foncteur (∆¯fGr(k,0), ∆¯fGr(k,k)) : F˜Gr → F˜Gr × F˜Gr est exact et son noyau se re´duit
aux foncteurs constants. On en de´duit facilement qu’un foncteur de F˜Gr nilpotent
pour ∆¯fGr(k,0) et ∆¯fGr(k,k) et a` valeurs de dimension finie est fini ;
(2) a` partir du caracte`re analytique des injectifs standard de F , on obtient que les
injectifs standard de F˜Gr sont colimite de foncteurs nilpotents pour ∆¯fGr(k,0) et ∆¯fGr(k,k)
et a` valeurs de dimension finie, ce qui montre la re´ciproque.
Remarque 6.1.10. — On peut de´duire de la proposition pre´ce´dente un isomor-
phisme d’anneaux Gf0 (F˜Gr) ' Gf0 (F)⊗2, d’une manie`re analogue a` la proposi-
tion 5.5.10.
6.2. Proprie´te´ de dualite´ du foncteur ω˜
Cette section est consacre´e a` l’e´tude d’une proprie´te´ de dualite´ lie´e au foncteur
ω : FGr → F . Son cadre naturel est la cate´gorie F˜Gr, par l’interme´diaire du foncteur
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introduit dans la notation suivante. En effet, la cate´gorie F˜Gr est e´troitement lie´e a`
FGr et posse`de un foncteur dualite´, contrairement a` FGr.
Notation 6.2.1. — Nous de´signerons par ω˜ : F˜Gr → F le foncteur compose´
F˜Gr R−→ FGr ω−→ F .
Le foncteur ω˜ est donne´ explicitement par ω˜(X)(V ) =
⊕
B∈Gr(V )X(V,B) ; un
morphisme f : V → V ′ de Ef induit l’application line´aire ω˜(X)(V ) → ω˜(V ′) dont
la composante X(V,B) → X(V ′, B′) est le morphisme induit par f si B′ = f(B), 0
sinon.
L’introduction de la variante suivante du foncteur ω˜ est motive´e par les proposi-
tions 6.2.3 et 6.2.4.
Notation 6.2.2. — On note ω˜′ : F˜Gr → F le foncteur de´fini par




et tel que pour tout morphisme f : V → V ′ de Ef , la composante X(V,B) →
X(V ′, B′) de ω˜′(X)(f) est l’application induite par le morphisme (V,B) → (V ′, B′)
induit par f si f−1(B′) = B, 0 sinon.
La proposition suivante exprime que les foncteurs ω˜ et ω˜′ sont duaux.
Proposition 6.2.3. — Il existe des isomorphismes ω˜ ◦DGr ' D ◦ ω˜′ et ω˜′ ◦DGr '
D ◦ ω˜ de foncteurs contravariants de F˜Gr vers F .
De´monstration. — Cela de´coule de l’observation suivante : si f : V → V ′ est un
morphisme de Ef ,W un e´le´ment de Gr(V ) etW ′ un e´le´ment de Gr(V ′), les conditions
W⊥ = tf(W ′⊥) et W = f−1(W ′) sont e´quivalentes, ou` tf : V ′∗ → V ∗ de´signe la
transpose´e de f .
La proposition suivante constitue le re´sultat principal de cette section.
Proposition 6.2.4. — Les foncteurs ω˜ et ω˜′ sont isomorphes.
De´monstration. — Soit uX,V : ω˜(X)(V ) → ω˜′(X)(V ), pour X ∈ Ob F˜Gr et V ∈
Ob Ef , l’application line´aire dont la composante X(V,W ) → X(V,B) (ou` W,B ∈
Gr(V )) est induite par l’inclusion (V,W ) ↪→ (V,B) si W ⊂ B, 0 sinon. Alors uX,V
est un isomorphisme d’espaces vectoriels, car si l’on munit Gr(V ) d’un ordre total ≤
tel que W ⊂ B implique W ≤ B, on obtient pour uX,V une matrice triangulaire par
blocs, avec des blocs diagonaux e´gaux a` l’identite´.
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eω′(X)(f) // ω˜′(X)(V ′)
commute. En effet, la composante X(V,W )→ X(V ′, B′) de l’application ω˜(X)(V )→
ω˜′(X)(V ′) obtenue en suivant la compose´e supe´rieure est la somme des applications
induites par le morphisme (V,W )→ (V ′, B′) induit par f indexe´e sur lesW ′ ∈ Gr(V ′)
tels que f(W ) = W ′ et W ′ ⊂ B′. Autrement dit, cette composante est l’application
induite par le morphisme (V,W )→ (V ′, B′) induit par f si f(W ) ⊂ B′ et 0 sinon.
De meˆme, la composante X(V,W ) → X(V ′, B′) de l’application ω˜(X)(V ) →
ω˜′(X)(V ′) obtenue en suivant la compose´e infe´rieure est l’application induite par
le morphisme (V,W ) → (V ′, B′) induit par f si W ⊂ f−1(B′) et 0 sinon, d’ou` la
commutativite´ recherche´e.
Par conse´quent, les applications line´aires uX,V de´finissent un isomorphisme uX :
ω˜(X) '−→ ω˜′(X) de F , qui est naturel en X, d’ou` un isomorphisme de foncteurs
u : ω˜ '−→ ω˜′.
Les propositions 6.2.4 et 6.2.3 fournissent le corollaire suivant.
Corollaire 6.2.5. — Il existe un isomorphisme α : ω˜ ◦ DGr '−→ D ◦ ω˜ tel que pour










dont les monomorphismes non spe´cifie´s sont les unite´s de l’adjonction commute.
De´monstration. — Soient a : ω˜ ◦ DGr '−→ D ◦ ω˜′ et b : ω˜′ ◦ DGr '−→ D ◦ ω˜ les deux
isomorphismes canoniques de la proposition 6.2.3, et u : ω˜ '−→ ω˜′ l’isomorphisme de la
proposition 6.2.4. Les deux compose´es ω˜ ◦DGr a−→ D ◦ ω˜′ Du−−→ D ◦ ω˜ et ω˜ ◦DGr
uDGr−−−→
ω˜′ ◦DGr b−→ D ◦ ω˜ co¨ıncident, car si W et B sont deux sous-espaces de V ∈ Ob Ef , les
conditions W ⊂ B et B⊥ ⊂ W⊥ sont e´quivalentes. Notons α l’isomorphisme donne´
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qui se ve´rifie par inspection.
Dans la section suivante, nous utiliserons le corollaire 6.2.5 par le biais de sa
conse´quence directe suivante.
Corollaire 6.2.6. — Si X est un objet auto-dual de F˜Gr, alors ω˜(X) est un objet
auto-dual de F .
6.3. Structure de k[Gr]
La proposition 5.1.7 identifiant la cate´gorie FGr a` celle des k[Gr]-comodules de
F illustre l’importance de ce foncteur dans l’e´tude des cate´gories de foncteurs en
grassmanniennes.
Structure fondamentale. — La proposition 2.3.9 montre que la de´composition
scalaire de k[Gr] = $(k) se re´duit a` k[Gr] ' k ⊕ k[Gr], ou` k[Gr] ∈ ObFq−1. La
proposition 2.3.11 fournit quant a` elle le re´sultat suivant.
Proposition 6.3.1. — Le foncteur k[Gr] ' k⊕ k[Gr] est colimite filtrante des sous-
foncteurs $(Tn(k)) ' k[Gr≤n] ; on a des extensions essentielles
0→ k[Gr≤n−1]→ k[Gr≤n]→ G¯(n)→ 0
pour tout n ∈ N∗. De plus, k[Gr≤1] ' k[Gr1] ' Pk,q−1.
Comme le foncteur Pk,q−1 est inde´composable, on en de´duit le corollaire suivant.
Corollaire 6.3.2. — Le foncteur k[Gr] est inde´composable.
Applique´ au foncteur constant k, le corollaire 6.2.6 fournit l’important re´sultat
suivant.
Proposition 6.3.3. — Le foncteur k[Gr] est auto-dual.
A` partir de cette auto-dualite´ et de la structure de comodule de k[Gr], on obtient
le corollaire suivant.
Corollaire 6.3.4. — Munissons le foncteur k[Gr] du produit et de l’unite´ obtenus
en dualisant sa structure de coalge`bre de Boole.
Le foncteur k[Gr] devient ainsi un foncteur en alge`bres de Hopf.
De´monstration. — En reprenant la de´monstration de la proposition 6.2.4 et en notant
que B ⊂W⊥1 et B ⊂W⊥2 e´quivaut a` B ⊂ (W1+W2)⊥, ou` B,W1 etW2 sont des sous-
espaces d’un espace vectoriel de dimension finie V , on voit que la structure d’alge`bre
sur k[Gr] est donne´e sur V par
k[Gr(V )]⊗ k[Gr(V )]→ k[Gr(V )] [W1]⊗ [W2] 7→ [W1 +W2].
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Ainsi, le produit de deux ge´ne´rateurs canoniques de k[Gr(V )] est encore un
ge´ne´rateur canonique de k[Gr(V )], ce qui montre que les structures d’alge`bre et de
coalge`bre de Boole sur cet espace vectoriel sont compatibles : c’est une alge`bre de
Hopf.
A` l’aide de la proposition 6.3.3 et du lemme suivant, laisse´ au lecteur, nous allons
de´crire les foncteurs homF (k[Gr], ·) et ExtiF (·,k[Gr]). On rappelle que evn : Fsurj →
GLn(k)Mod de´signe le foncteur d’e´valuation sur En.
Lemme 6.3.5. — Le foncteur homFsurj (k, ·) est isomorphe a` lim
n∈N
evGLn(k)n , ou` :
– l’on de´signe par evGLn(k)n le foncteur obtenu en prenant les invariants de evn
sous l’action naturelle de GLn(k) ;
– la limite est relative aux transformations naturelles evGLn(k)n → evGLm(k)m
(pour n ≥ m) induites par la projection En  Em sur les m premie`res coor-
donne´es.
Proposition 6.3.6. — Soient F ∈ ObF et i ∈ N. Il existe des isomorphismes na-
turels











De´monstration. — Le lemme 6.3.5 et l’adjonction entre $ et o (cf. proposition 2.3.6)
donnent le premier isomorphisme. Par auto-dualite´ de k[Gr] (proposition 6.3.3), on
en de´duit des isomorphismes naturels









L’inte´reˆt de la dernie`re e´criture est de remplacer la limite par une colimite filtrante,
exacte. Cela permet d’en de´duire le second isomorphisme, en de´rivant les foncteurs
conside´re´s.
Anneau d’endomorphismes. — Nous poursuivons l’e´tude du foncteur k[Gr] par
la de´termination de son anneau d’endomorphisme, donne´e par le corollaire 6.3.11.
De´finition 6.3.7 (Alge`bre en grassmanniennes). — On appelle alge`bre en
grassmanniennes, et l’on note AGr(k), la k-alge`bre EndF (k[Gr]). L’alge`bre en
grassmanniennes re´duite, note´e AGr(k), est de´finie comme EndF (k[Gr]).
Le scindement $(k) ' k⊕$(k) fournit donc un isomorphisme d’alge`bres AGr(k) '
k⊕AGr(k).
Pour de´terminer explicitement ces alge`bres, nous emploierons le lemme combina-
toire e´le´mentaire suivant. On rappelle que p de´signe la caracte´ristique de k et q son
cardinal.
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Lemme 6.3.8. — Soient l et i deux entiers naturels.
(1) Soit a un e´le´ment non nul de l’espace vectoriel El. Les classes d’e´quivalences
de la relation de´finie par W ∼W ′ si W + a =W ′+ a sur l’ensemble des e´le´ments W
de Gri(El) ne contenant pas a sont de cardinal qi, donc multiple de p si i > 0.
(2) Si i ≤ l, le cardinal de l’ensemble Gri(El) est congru a` 1 modulo p.
De´monstration. — Pour le premier point, on note que le groupe GL(W ⊕ a, a) des
automorphismes u de W ⊕ a tels que u(a) = a ope`re transitivement sur la classe
d’e´quivalence de W , le stabilisateur de W e´tant GL(W ). Le cardinal de cette classe
est donc celui de GL(W ⊕ a, a)/GL(W ), soit qi.




l − qj). Comme l’ensemble Gri(El) s’identifie au quotient de PlE(Ei, El)
par l’action libre de GLi(k), on a pour i ≤ l




qi−j − 1 ≡ 1 (mod p).
La proposition suivante fournit une premie`re description de l’alge`bre en grassman-
niennes.
Proposition 6.3.9. — La k-alge`bre AGr(k) est isomorphe au k-espace vectoriel kN
muni de loi multiplicative ∗ de´finie par









De´monstration. — Par la proposition 2.3.6, on a un isomorphisme (line´aire) d’ad-
jonction AGr(k) ' homFsurj (k, o(k[Gr])). Le GLn(k)-module evn(o(k[Gr])) est libre-
ment engendre´ comme k-espace vectoriel par Gr(En), sur lequel GLn(k) agit tauto-
logiquement. Le sous-espace vectoriel evn(o(k[Gr]))GLn(k) de k[Gr(En)] a pour base
sn0 , s
n




i de´signe la somme des ge´ne´rateurs canoniques [B] associe´s a` un
sous-espace B de dimension i de En. L’application line´aire induite par la projection
En+1  En envoie sn+1i sur sni−1 si i > 0 et sn+10 sur sn0 , graˆce a` la premie`re assertion
du lemme 6.3.8.
Par le lemme 6.3.5, on en de´duit une identification entre AGr(k) et la limite L
des espaces vectoriels kn+1 (dont nous continuerons a` noter sn0 , sn1 , . . . , snn une base
privile´gie´e) relativement aux applications line´aires fn : kn+1 → kn donne´es par sni 7→
sn−1i−1 pour i > 0 et s
n
0 7→ sn−10 .
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Soit ln0 , l
n
1 , . . . , l
n




1 , . . . , s
n
n. L’application line´aire a : L →
kN (vn)n∈N 7→ (ln0 (vn))n∈N est bijective ; sa re´ciproque est donne´e par




























(tn−1−j + tn−j)sn−1j ,
l’e´galite´ a ◦ b = id est imme´diate, et b ◦ a = id se de´duit facilement des remarques
pre´ce´centes.
On a ainsi obtenu une identification de AGr(k) et kN comme espaces vectoriels ; il
reste a` lire la structure multiplicative de AGr(k) dans les isomorphismes pre´ce´dents.
Soient u un endomorphisme de k[Gr] et (tn)n∈N l’e´le´ment de kN correspondant. Par
ce qui pre´ce`de, pour tout sous-espaceW de V ∈ Ob Ef , le ge´ne´rateur [W ] de k[Gr(V )]
est envoye´ par u(V ) sur tms0(W ) +
∑m
i=1(tm−i + tm−i+1)si(W ), ou` m = dimW
et si(W ) est la somme des ge´ne´rateurs de k[Gr(V )] associe´s aux sous-espaces de









puisque le coefficient d’un ge´ne´rateur [B] (ou` dimB = i) dans cette image est e´gal
au cardinal de l’ensemble des sous-espaces W de En de dimension m contenant B,
multiplie´ par t0 si i = 0, tm−i + tm−i+1 si 1 ≤ i ≤ m, et 0 sinon. Le cardinal en
question n’est autre que celui des sous-espaces de dimension m− i de En/B, e´gal a` 1
dans k par la seconde assertion du lemme 6.3.8, d’ou` notre assertion.
Soient u′ un autre endomorphisme de k[Gr] et u′′ = u′u ; notons (t′n)n∈N et (t′′n)n∈N
















































ce qui ache`ve la de´monstration.
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Corollaire 6.3.10. — La loi ∗ sur l’espace vectoriel kN∗ de´finie par









fait de kN∗ une k-alge`bre isomorphe a` AGr(k).
De´monstration. — Dans l’isomorphisme pre´ce´dent, AGr(k) correspond a` l’ide´al de kN
des fonctions nulles en 0.
Corollaire 6.3.11. — L’alge`bre AGr(k) est une alge`bre de se´ries formelles sur
l’e´le´ment τ donne´ par la fonction N∗ → k associant 0 a` 1 et 1 a` n ≥ 2.
De´monstration. — Pour tout f ∈ AGr(k), on a τf(n) = f(n−1) si n ≥ 2 et τf(1) = 0.
On en de´duit que τk est la fonction n 7→ 1 si n ≥ k+1, 0 sinon. Cela fournit aussitoˆt
le re´sultat.









Remarque 6.3.12. — (1) En reprenant la de´monstration de la proposition 6.3.9,




(2) Malgre´ le corollaire 6.3.11, il pourra eˆtre utile de conserver la descrip-
tion de AGr(k) donne´e a` la proposition 6.3.9. Cela apparaˆıtra clairement a` la
remarque 6.3.14. 1.
Nous terminons cette section par quelques conside´rations combinant l’auto-dualite´
de k[Gr] (proposition 6.3.3) et le corollaire 6.3.11.
Corollaire 6.3.13. — L’involution de l’alge`bre AGr(k) induite par l’auto-dualite´ du
foncteur k[Gr] est triviale.
De´monstration. — Par le corollaire 6.3.11, il suffit de le ve´rifier sur l’endomorphisme
τ de k[Gr].
Pour cela, on note que la structure auto-duale de k[Gr] est donne´e par les formes
biline´aires
bV : k[Gr(V )]× k[Gr(V ∗)]→ k ([W ], [H]) 7→ 1 si H ⊂W⊥, 0 sinon.
On calcule alors, pour W ∈ Grn(V ),
bV (τ([W ]), [H]) =
∑
B∈Grn−1(W )
bV ([B], [H]) =
Card {B ∈ Grn−1(W ) |H ⊂ B⊥} = CardGrn−1(W ∩H⊥).
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En utilisant le lemme 6.3.8, on voit que cet e´le´ment de k vaut 1 si dim(W ∩H⊥) ≥
n−1, i.e. dimW−dim(W∩H⊥) ≤ 1, et 0 sinon. Comme cette condition est syme´trique
en W et H (modulo l’identification de V a` V ∗∗), cela donne la conclusion.
Remarque 6.3.14. — (1) On de´duit de la structure d’alge`bre de Hopf sur k[Gr]
donne´e par le corollaire 6.3.4 une nouvelle structure d’alge`bre sur AGr(k), donne´e
comme suit. Si u et v sont deux e´le´ments de AGr(k), leur produit u.v est le morphisme
compose´
k[Gr]→ k[Gr]⊗ k[Gr] u⊗v−−−→ k[Gr]⊗ k[Gr]→ k[Gr] ,
ou` la premie`re fle`che est le coproduit et la dernie`re le produit (cf. [Kuh95], § 5).
Dans l’isomorphisme AGr(k) ' kN de la proposition 6.3.9, le produit . est le produit
usuel d’alge`bre de Boole de l’anneau produit kN. Pour le voir, il suffit de reprendre la
de´monstration de la proposition 6.3.9 et de constater que, en conservant ses notations,
le produit de sni et de s
n
j (pour la structure d’alge`bre de Boole de k[Gr(En)]) est
sn0 si i = j = 0, et que sinon le coefficient de s
n
0 dans sa de´composition dans la
base sn0 , . . . , s
n
n de k[Gr(En)]GLn(k) est nul (en fait, on a sni .snj = snmax(i,j)). Avec la
description du corollaire 6.3.11, on a τ i.τ j = τmax(i,j).
(2) Si X est un objet de FGr, on peut munir naturellement le groupe abe´lien
homGr(ω(X),k[Gr]) d’une structure de module sur l’alge`bre de Boole (AGr(k), .), en
utilisant la structure de k[Gr]-comodule de ω(X) et en proce´dant comme au point
pre´ce´dent. Cela sugge`re une structure alge`brique tre`s riche sur ces objets, qui sont
e´galement, comme tous les groupes homGr(F,k[Gr]), des modules sur l’alge`bre de
se´ries formelles (AGr(k), ∗) ' k⊕ k[[τ ]].

CHAPITRE 7
LA CATE´GORIE FGr,I COMME CATE´GORIE DE
MODULES
L’e´quivalence entre la cate´gorie FGr et la cate´gorie des k[Gr]-comodules repose sur
l’adjonction entre les foncteurs ι et ω. Nous donnons maintenant une e´quivalence entre
la cate´gorie FGr (et plus ge´ne´ralement, toutes les cate´gories FGr,I) et une cate´gorie
de modules sur une monade explicite, a` partir de l’adjonction entre les foncteurs ξ
et σ.
Cette e´quivalence permet d’obtenir aise´ment l’adjoint a` gauche au foncteur θ,
note´ η, introduit et e´tudie´ dans la section 7.1. Ce foncteur interviendra dans le cha-
pitre 9. Quant a` la section 7.2, elle indique comment utiliser les machineries simpli-
ciales associe´es aux monades dans le contexte de´veloppe´ en de´but du pre´sent chapitre ;
la re´solution canonique ainsi obtenue (dont le de´but e´tait de´ja` pre´sent en filigrane dans
le lemme 5.4.10) s’ave`re notamment adapte´e a` l’e´tude des foncteurs de´rive´s du fonc-
teur η, qui est pratiquement le seul foncteur non exact que nous rencontrerons entre
cate´gories de foncteurs en grassmanniennes.
Convention 7.0.1. — Dans ce chapitre, on se donne une partie I de N.
On rappelle que le foncteur ξI : F ⊗FIsurj → FGr,I est adjoint a` gauche a` σI (pro-
position 5.1.17). Les transformations naturelles introduites dans la notation suivante
seront identifie´es dans la proposition 7.0.3.
Notation 7.0.2. — Nous de´signerons par TGr,I = (∆˜Isurj , uGr,I , µGr,I) la monade
sur F ⊗ FIsurj associe´e a` l’adjonction entre les foncteurs ξI et σI conforme´ment a` la
proposition A.2.3. Ainsi :
(1) on a ∆˜Isurj = σI ◦ ξI , soit ∆˜Isurj(F )(A,B) = F (A ⊕ B,B) sur les objets (F ∈
ObF ⊗ FIsurj , A ∈ Ob Ef , B ∈ Ob EIsurj).
(2) La transformation naturelle uGr,I : id→ ∆˜Isurj est l’unite´ de l’adjonction.
(3) La transformation naturelle µGr,I : (∆˜Isurj)
2 → ∆˜Isurj est donne´e par σI(vξI ),
ou` v de´signe la cou¨nite´ de l’adjonction.
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Proposition 7.0.3. — Soit F un objet de F ⊗ FIsurj.
(1) L’unite´ uGr,I : id ↪→ ∆˜Isurj est la transformation naturelle injective telle que
((uGr,I)F )(A,B) : F (A,B)→ F (A⊕B,B) est induit par le monomorphisme canonique
(A,B) ↪→ (A⊕B,B) pour tous F ∈ ObF ⊗ FIsurj, A ∈ Ob Ef et B ∈ Ob EIsurj.
(2) La multiplication µGr,I : (∆˜Isurj)
2 → ∆˜Isurj est fournie par le morphisme F (A⊕
B ⊕ B,B)→ F (A⊕ B,B) induit le morphisme A⊕ B ⊕ B → A⊕ B somme directe
de idA et de la somme B ⊕B → B, et par le morphisme identique B → B.




ou` (pGr,I)F est donne´ sur l’objet (A,B) par le morphisme induit par l’e´pimorphisme
canonique (A ⊕ B,B)  (A,B), pour tous F ∈ ObF ⊗ FIsurj, A ∈ Ob Ef et B ∈
Ob EIsurj.
De plus, (F, (pGr,I)F ) est un module sur la monade TGr,I .
De´monstration. — Analysons la monade associe´e a` l’adjonction entre les foncteurs
OI × BI : EfGr,I → Ef × EIsurj et LI : Ef × EIsurj → EfGr,I (cf. proposition 4.2.1).
Son unite´ est la transformation naturelle id → (OI ×BI)LI donne´e par l’inclusion
(A,B) ↪→ (A ⊕ B,B) (de composantes l’inclusion du facteur direct A et idB). Sa
multiplication est donne´e par le morphisme (A ⊕ B ⊕ B,B) → (A ⊕ B,B) induit le
morphisme A⊕B ⊕B → A⊕B somme directe de idA et de la somme B ⊕B → B,
et par le morphisme identique B → B. En effet, la cou¨nite´ de l’adjonction est donne´e
sur l’objet (V,W ) de EfGr,I par le morphisme (V ⊕W,W ) → (V,W ) de composantes
idV et W ↪→ V .
En utilisant la proposition C.1.4 (page 192), on en de´duit les deux premie`res as-
sertions. La dernie`re est imme´diate.
Le dernier point de cette proposition conduit a` donner la de´finition suivante, qui
introduit une sorte de foncteur de diffe´rence dans F⊗FIsurj , distinct de l’endofoncteur
∆∗ conside´re´ a` la fin de la section 5.3.
De´finition 7.0.4. — Le noyau de (pGr,I)F , qui s’identifie donc au conoyau de
(uGr,I)F , sera note´ ∆Isurj(F ). On de´finit ainsi un endofoncteur exact ∆
I
surj de
F ⊗ FIsurj .
Le reste de ce chapitre s’emploie a` tirer les conse´quences du re´sultat suivant.
Proposition 7.0.5. — La cate´gorie FGr,I est e´quivalente a` la cate´gorie des modules
sur la monade TGr,I de F ⊗ FIsurj.
De´monstration. — Il s’agit d’un cas particulier de la proposition A.2.7, page 183
(de´duite du the´ore`me de Beck).
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Convention 7.0.6. — Dans la suite de ce chapitre, nous identifierons la cate´gorie
FGr,I avec la sous-cate´gorie des modules sur TGr,I de F ⊗ FIsurj . Autrement dit, un
objet de FGr,I sera de´sormais un couple (X, ∆˜IsurjX m˜X−−→ X), ou` X est un objet de
F ⊗ FIsurj et m˜X un morphisme tel que :
(1) la compose´e X
(uGr,I)X−−−−−−→ ∆˜IsurjX m˜X−−→ X est le morphisme identique ;
(2) les compose´es (∆˜Isurj)
2X




Par abus, nous noterons souvent simplement X pour (X, m˜X). Nous de´signerons
aussi par mX le morphisme ∆IsurjX ↪→ ∆˜IsurjX m˜X−−→ X.
Avec ces conventions, les morphismes (X, m˜X) → (Y, m˜Y ) de FGr,I sont les mor-










commute. Cette condition est e´quivalente a` la commutation du diagramme analogue
sans tilde.
Le lien avec la de´finition originelle de la cate´gorie FGr,I s’obtient a` partir des
remarques suivantes :
(1) le TGr,I -module associe´ a` un foncteur X : EfGr,I → E est σI(X) (muni de la
multiplication de´rivant de l’adjonction de la proposition 5.1.17) ;
(2) le foncteur EfGr,I → E associe´ a` un TGr,I -module X est le coe´galisateur de
ξI(m˜X) et de la fle`che canonique ξI(∆˜IsurjX)→ ξI(X) (adjointe a` ide∆IsurjX).
Nous identifions maintenant le foncteur θI en termes de modules sur la mo-
nade TGr,I .
Lemme 7.0.7. — Soient F un objet de F⊗FIsurj, et (A,B) un objet de EfGr,I . Notons
pA,B : A⊕B  A et piA,B : A A/B les projections canoniques et qA,B : A⊕B → A
le morphisme dont les composantes sont idA et l’inclusion B ↪→ A. La suite
(9) F (A⊕B,B) F (pA,B ,idB)+F (qA,B ,idB)−−−−−−−−−−−−−−−−−→ F (A,B) F (piA,B ,idB)−−−−−−−−→ F (A/B,B)→ 0
de E est exacte.
De´monstration. — Notons i : B ↪→ A l’inclusion : on a piA,B ◦ i = 0, donc piA,B ◦
qA,B = piA,B ◦ pA,B , ce qui montre que la suite (9) est un complexe. La surjectivite´ de
F (piA,B , idB) provient de ce que (piA,B , idB) : (A,B)→ (A/B,B) admet une section.
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Pour e´tablir l’exactitude en F (A,B), conside´rons une re´traction r : A B de i et
notons u : (A,B)→ (A⊕B,B) le morphisme (idA ⊕ r, idB). Alors (pA,B , idB) ◦ u =
id(A,B), tandis que (qA,B , idB)◦u est nul sur (B, 0), donc se factorise par (piA,B , idB).
Par conse´quent, la restriction a` N = ker F (piA,B , idB) de F (u) est une section du
morphisme F (A⊕B,B)→ N induit par F (pA,B , idB) + F (qA,B , idB), ce qui ache`ve
la de´monstration.
Remarque 7.0.8. — Cette suite exacte est une partie d’une suite exacte longue
de´pendant d’une structure simpliciale (cf. proposition 7.2.1).
On de´duit du lemme 7.0.7, compte-tenu des remarques pre´ce´dentes sur le lien entre
les deux descriptions de FGr,I , la proposition suivante.
Proposition 7.0.9. — Le foncteur θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I est donne´ par θI(F ) =
(F, (pGr,I)F : ∆˜IsurjF  F ) sur les objets — cf. proposition 7.0.3. 3 — et par l’e´galite´
homGr,I(θI(F ), θI(G)) = homF⊗FIsurj (F,G) sur les morphismes.
Autrement dit, θI identifie F ⊗ FIsurj a` la sous-cate´gorie pleine de FGr,I forme´e
des objets X tels que mX = 0.
Remarque 7.0.10. — Ce re´sultat fournit une seconde de´monstration de la pleine
fide´lite´ du foncteur θI et de ce que son image est une sous-cate´gorie de Serre de FGr,I
(cf. proposition 5.1.15).
Exemple 7.0.11. — Conside´rons le cas ou` I est re´duit a` l’entier 1. On a ∆1surj = ∆ ;
le foncteur ω1 : FGr,1 → F associe a` un objet (X, m˜X) le coe´galisateur de la fle`che
canonique P¯ ⊗∆X → P¯ ⊗X (compose´e de P¯ ⊗∆X j⊗∆X−−−−→ P¯⊗2 ⊗∆X, ou` j est le
coproduit de P¯ , et de P¯⊗2⊗∆X P¯⊗f−−−→ P¯ ⊗X, ou` f est la cou¨nite´ de l’adjonction) et
de P¯ ⊗mX . Cette description de ω1 se de´duit aise´ment de l’exactitude de ce foncteur
de l’isomorphisme canonique ω1 ◦ ι1 ' P¯ ⊗ ·.
Par conse´quent, la proposition 7.0.9 montre que, pour tout objet F de F , le foncteur
ω1κ1(F ) est canoniquement isomorphe au conoyau de l’application naturelle P¯ ⊗
∆F → P¯ ⊗ F .
7.1. Le foncteur ηI
Les conside´rations pre´ce´dentes permettent de de´crire tre`s naturellement l’adjoint
a` gauche au foncteur θI .
De´finition 7.1.1. — On de´finit un foncteur ηI : FGr,I → F ⊗ FIsurj par ηI(X) =
cokermX sur les objets ; si f : X → Y est un morphisme de TGr,I -modules, ηI(f) :
ηI(X)→ ηI(Y ) est le morphisme induit par f .
Ainsi, le foncteur ηI : FGr,I → F ⊗FIsurj est un quotient du foncteur σI .
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Lemme 7.1.2. — Pour tout foncteur X de FGr,I , il existe un e´pimorphisme naturel
X  θIηI(X). De plus, θIηI(X) est le plus grand quotient de X appartenant a` l’image
du foncteur θI : F ⊗ FIsurj → FGr,I .








de F ⊗ FIsurj commute, de sorte que la projection σI(X)  ηI(X) induit un
e´pimorphisme X  θIηI(X) dans FGr,I . La proposition 7.0.9 et la proprie´te´ univer-
selle du conoyau montrent ensuite que tout e´pimorphisme de X sur un foncteur dans
l’image de θI se factorise par X  θIηI(X).
Le principal re´sultat de cette section est le suivant.
Proposition 7.1.3. — Le foncteur ηI est adjoint a` gauche au foncteur θI : F ⊗
FIsurj → FGr,I .
De´monstration. — C’est une conse´quence directe du lemme pre´ce´dent, puisque le
foncteur θI est pleinement fide`le (cf. proposition 5.1.15).
Les deux e´nonce´s suivants sont a` rapprocher du corollaire 5.5.12 relatif aux cosocles.
Corollaire 7.1.4. — Il existe un isomorphisme
cosocX ' θI(cosoc ηI(X))
naturel en l’objet X de FGr,I .
De´monstration. — Ce corollaire se de´duit des propositions 5.5.10 et 7.1.3.
Proposition 7.1.5. — Il existe des isomorphismes d’endofoncteurs de F ⊗ FIsurj
ηI ◦ ξI ' ηI ◦ θI ' id.
De´monstration. — L’isomorphisme ηIξI ' id vient de ce que le foncteur ηIξI est
adjoint a` gauche a` σIθI ' id (proposition 5.1.16).
L’isomorphisme ηIθI ' id de´coule de la proposition 7.0.9 et de la de´finition de ηI .
Nous signalons dans la remarque qui suit un autre lien entre les foncteurs ηI , ξI ,
σI et θI .
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Remarque 7.1.6. — On ve´rifie qu’il existe un diagramme commutatif cocarte´sien




θIσI(X) // // θIηI(X)
naturel en l’objet X de FGr,I .
La proposition suivante, qui ne de´coule pas formellement de l’adjonction entre les
foncteurs ηI et θI , illustre l’utilite´ de la description monadique explicite de la cate´gorie
FGr,I .
Proposition 7.1.7. — Il existe un isomorphisme
ηI(X ⊗ Y ) ' ηI(X)⊗ ηI(Y )
naturel en les objets X et Y de FGr,I .
De´monstration. — La commutation du foncteur ∆˜Isurj au produit tensoriel procure
un isomorphisme canonique ∆Isurj(X⊗Y ) ' (∆IsurjX⊗Y )⊕(X⊗∆IsurjY )⊕(∆IsurjX⊗




mX⊗Y−−−−−→ X⊗Y ,X⊗∆IsurjY X⊗mY−−−−−→ X⊗Y et ∆IsurjX⊗∆IsurjY mX⊗mY−−−−−−→ X⊗Y . Par
conse´quent, l’image demX⊗Y est la somme des sous-objets im (mX)⊗Y ,X⊗im (mY )
et im (mX)⊗ im (mY ) de X ⊗ Y , i.e. im (mX)⊗ Y +X ⊗ im (mY ) = ker (X ⊗ Y 
ηI(X)⊗ ηI(Y )). Ainsi, cokermX⊗Y = ηI(X ⊗ Y ) s’identifie a` ηI(X)⊗ ηI(Y ).
7.2. Re´solution canonique et alge`bre homologique monadique
L’inte´reˆt majeur de l’adjonction entre les foncteurs ξI : F⊗FIsurj → FGr,I et σI , qui
sous-tend toute cette section, re´side dans la possibilite´ de construire une re´solution
naturelle d’un objet de FGr,I par des foncteurs dans l’image du foncteur ξI . Cette
re´solution, donne´e par la proposition suivante, permet de ramener le comportement
homologique de la cate´gorie FGr,I a` celui de la cate´gorie F ⊗ FIsurj .
Proposition 7.2.1. — Il existe une suite exacte
· · · → ξI(∆Isurj)nσI(X)→ ξI(∆Isurj)n−1σI(X)→ · · ·
(10) · · · → ξI∆IsurjσI(X)→ ξI σI(X)→ X → 0
naturelle en l’objet X de FGr,I .
De´monstration. — Nous revenons a` la de´finition originelle de FGr,I , et notons E la
sous-cate´gorie pleine de Ensf forme´e des ensembles finis non vides.
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On de´finit un foncteur a : EfGr,I × Eop → EfGr,I en associant a` un objet (V,W ) de
EfGr,I et a` un ensemble fini non vide E la somme amalgame´e de V et de WE relative-
ment aux monomorphismes W ↪→ V (inclusion) et W ↪→ WE (plongement diagonal
— on utilise ici la non-vacuite´ de E) muni de la base W . L’action sur les morphismes
se de´duit de la fonctorialite´ de l’association Ef × (Ensf )op → Ef (V,E) 7→ V E '
V ⊗ kE . On remarque que si E est de cardinal n, l’endofoncteur a(·, E) de EfGr,I est
isomorphe a` la n− 1-ie`me ite´re´e du foncteur LI ◦ (OI ×BI).
Par restriction a` la sous-cate´gorie simpliciale∆ de E (squelette de la sous-cate´gorie
des ensembles totalement ordonne´s, les morphismes e´tant les applications croissantes),
on en de´duit un foncteur EfGr,I ×∆op → EfGr,I , puis c∆Gr,I : EfGr,I → Fct(∆op, EfGr,I).
Ce foncteur ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(1) en degre´ ze´ro, on a (c∆Gr,I)0 ' id ;
(2) en degre´ un, on a (c∆Gr,I)1 ' LI ◦ (OI ×BI) ;





Par pre´composition, on en de´duit un foncteur
C∆Gr,I : FGr,I = Fct(EfGr,I , E)→ Fct(EfGr,I ×∆op, E) ' Fct(∆op,FGr,I).
Les remarques pre´ce´dentes montrent que (C∆Gr,I)0 ' id et (C∆Gr,I)n ' ξI(∆˜Isurj)n−1σI
pour n > 0.
Le complexe de Moore associe´ a` cet objet simplicial fournit dans FGr,I un complexe
· · · → ξI(∆˜Isurj)nσI(X)→ ξI(∆˜Isurj)n−1σI(X)→ · · ·
· · · → ξI∆˜IsurjσI(X)→ ξI σI(X)→ X → 0
naturel en X. Nous allons montrer qu’il est acyclique. E´value´e sur un objet (V,W )
de EfGr,I , sa diffe´rentielle ∂n : (C∆Gr,I)n → (C∆Gr,I)n−1 est la somme alterne´e des n+ 1
morphismes induits par [v, w0, . . . , wn] 7→ [v, w0, . . . , wˆi, . . . , wn] (le chapeau signifiant
que le terme conside´re´ doit eˆtre omis), ou` l’on de´signe par [v, w0, . . . , wn] la classe
dans V ⊕
W
Wn+1 (base de (c∆Gr,I)n(V,W )) de (v, w0, . . . , wn) ∈ V ⊕Wn+1. On obtient
donc une homotopie entre les endomorphismes nul et identique de ce complexe en
conside´rant les morphismes induits par [v, w0, . . . , wn] 7→ [v,−pi(v), w0, . . . , wn], ou`
pi : V →W est un projecteur.
La suite exacte de l’e´nonce´ s’obtient en conside´rant le complexe normalise´ associe´
a` C∆Gr,I , qui est homotopiquement e´quivalent au complexe de Moore, donc e´galement
acyclique.
Remarque 7.2.2. — (1) La proposition 7.2.1 repose uniquement sur la proposi-
tion 7.0.3. 3 (relative au scindement naturel de la monade TGr,I). Nous avons pre´fe´re´
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en donner une de´monstration directe car les objets simpliciaux de EfGr,I qui appa-
raissent sont particulie`rement naturels, et plus parlants que la construction ge´ne´rale
d’un objet simplicial canonique a` partir d’une monade scinde´e.
(2) Les monades et les comonades (en particulier, celles qui proviennent d’adjonc-
tions) fournissent un cadre ge´ne´ral efficace pour faire de l’alge`bre homologique, y com-
pris dans un contexte non abe´lien ; la proposition 7.2.1 et les quelques conse´quences
que nous de´veloppons en sont un cas particulier. On trouvera dans [BB69] une ex-
position syste´matique de ces notions.
On prendra garde au fait que la notion de re´solution canonique dans ce cadre
ge´ne´ral est le´ge`rement diffe´rente (on part d’une comonade pour obtenir une re´solution
homologique). En appliquant le foncteur σI a` la re´solution de la proposition 7.2.1, on
obtient la re´solution canonique pour la comonade associe´e a` l’adjonction entre ξI et
σI qui sert de point de de´part a` [BB69]. La possibilite´ de (( relever )) cette re´solution
dans F ⊗ FIsurj en une re´solution dans FGr,I provient du scindement de la monade
TGr,I ; alors que la re´solution initiale dans F ⊗ FIsurj n’apporte essentiellement rien,
la proposition 7.2.1 constitue un re´sultat important sur la structure de FGr,I .
De´finition 7.2.3 (Re´solution canonique). — Le complexe concentre´ en degre´s
positifs
· · · → ξI(∆Isurj)nσI(X)→ ξI(∆Isurj)n−1σI(X)→ · · · → ξI∆IsurjσI(X)→ ξI σI(X)
de la proposition 7.2.1 est appele´ re´solution canonique de l’objet X de FGr,I . Nous la
noterons <Gr,I• (X). Ainsi, <Gr,In (X) = ξI(∆Isurj)nσI(X) si n ≥ 0, 0 sinon.
Remarque 7.2.4. — Le lemme 5.4.10, e´le´mentaire mais fondamental pour classifier
les objets finis de FGr,I , se re´interpre`te de fac¸on e´vidente a` l’aide de la re´solution
canonique.
Dans le lemme 14.1.5 (assertion 4) que nous de´montrerons dans la partie IV, c’est
encore le de´but de la re´solution canonique dans FGr,1(F2) qui permettra de donner
une estimation de degre´ essentielle a` un argument de re´currence.
Ces observations illustrent le roˆle de cette re´solution canonique dans la structure
de FGr,I .
Le re´sultat suivant constitue l’une des conse´quences les plus notables de la propo-
sition 7.2.1.
Corollaire 7.2.5. — Il existe une suite spectrale du premier quadrant (donc conver-








et dont l’aboutissement est Ext∗Gr,I(X,Y ).
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De´monstration. — On conside`re les deux suites spectrales associe´es au bicomplexe
homGr,I(<Gr,I• (X), J∗(Y )) (cf. [ML63], chapitre XI, § 6), ou` J∗(Y ) de´signe une
re´solution injective de Y , que l’on peut choisir fonctorielle en Y , car la cate´gorie
FGr,I posse`de un coge´ne´rateur injectif. La suite spectrale obtenue en prenant d’abord
la diffe´rentielle de <Gr,I• (X) de´ge´ne`re au terme E2, donne´ par Ext∗Gr,I(X,Y ), tandis
que celle obtenue en conside´rant d’abord la diffe´rentielle de J∗(Y ) a le terme E1
indique´ dans l’e´nonce´, par adjonction entre les foncteurs exacts ξI et σI .
La proposition suivante montre que l’on peut ramener the´oriquement le calcul des
groupes d’extension dans FGr,I entre des foncteurs finis a` un nombre fini de calculs
de groupes d’extension entre foncteurs finis de F ⊗ FIsurj .
Proposition 7.2.6. — La re´solution canonique d’un foncteur polynomial X de FGr,I
est finie ; sa longueur est majore´e par degX + 1 si X 6= 0.
De´monstration. — Graˆce a` la proposition 5.4.7, il suffit de voir que l’endofoncteur
∆Isurj de F ⊗FIsurj diminue strictement le degre´ des foncteurs polynomiaux non nuls.
Ce fait est une traduction du lemme 5.4.12.
Nous appliquons maintenant la proposition 7.2.1 a` des conside´rations relatives aux
foncteurs de´rive´s gauches du foncteur ηI , qui est exact a` droite par la proposition 7.1.3.
Notation 7.2.7. — E´tant donne´ n ∈ Z, nous noterons hGr,In : FGr,I → F ⊗FIsurj le
n-ie`me foncteur de´rive´ gauche de ηI .
Remarque 7.2.8. — Les foncteurs de´rive´s de ηI mesurent, intuitivement, le de´faut
d’essentielle surjectivite´ du foncteur θI , donc la diffe´rence homologique entre les
cate´gories F ⊗ FIsurj et FGr,I . Cela motive la notation employe´e pour ces foncteurs.
En effet, si l’on se restreint aux foncteurs finis, nous avons vu (proposition 5.5.10,
page 71) que tout objet de FGr,I s’obtient par extensions successives de foncteurs
appartenant a` l’image du foncteur θI . La description de ces objets e´quivaut donc
essentiellement au calcul de groupes d’extensions entre deux objets de l’image de
θI . Ces calculs font naturellement intervenir les foncteurs hGr,In : il existe une suite




(hGr,Iq (X), F )⇒ Ext∗Gr,I(X, θI(F ))
naturelle en les objets F de F ⊗ FIsurj et X de FGr,I .
La proposition et le corollaire suivants e´tablissent le lien entre le foncteur gradue´
hGr,I∗ et la re´solution canonique.
Proposition 7.2.9. — Pour tout entier n > 0 et tout objet F de F ⊗ FIsurj, on a
hGr,In (ξI(F )) = 0.
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De´monstration. — Soit P• une re´solution projective de F . Comme le foncteur ξI est
exact et pre´serve les projectifs (son adjoint a` droite σI est exact), ξ(P•) est une
re´solution projective de ξI(F ). La proposition 7.1.5 montre que ηIξI(P•) s’identifie a`
P•. Ce complexe, dont l’homologie est (isomorphe a`) h
Gr,I
∗ (ξI(F )), est donc acyclique
en degre´s strictement positifs.
Corollaire 7.2.10. — Le foncteur gradue´ hGr,I∗ est canoniquement isomorphe a` l’ho-
mologie du complexe ηI
(<Gr,I• ) de foncteurs FGr,I → F ⊗FIsurj.
Nous illustrons a` pre´sent la proposition 7.2.9 par un calcul e´le´mentaire.
Exemple 7.2.11 (Calcul sur les injectifs standard — cas I = N)
La proposition 5.1.14 permet un calcul rapide des objets hGr∗ (I
Gr
(V,W )). En effet, par
les propositions 7.1.5 et 7.2.9, on a hGr0 (ι(IV )) ' IV , ou` l’on plonge F dans F ⊗Fsurj
par le foncteur ·  k, et hGrn (ι(IV )) = 0 si n 6= 0. Comme η(I(V,0)) ' η(κ(IV )) ' IV
(par les propositions 5.1.12 et 7.1.5), on a finalement :
(1) l’objet gradue´ hGr∗ (I
Gr
(V,W )) est nul si dimW > 0 ;
(2) l’objet gradue´ hGr∗ (I
Gr
(V,0)) est concentre´ en degre´ 0, ou` il est naturellement
isomorphe a` IV .
La proposition 7.1.7 fournit la formule de Ku¨nneth suivante.
Proposition 7.2.12. — Il existe un isomorphisme d’objets gradue´s de F ⊗ FIsurj
hGr,I∗ (X ⊗ Y ) ' hGr,I∗ (X)⊗ hGr,I∗ (Y )
naturel en les objets X et Y de FGr,I .
De´monstration. — Comme le foncteur ξI commute au produit tensoriel, la proposi-
tion 7.2.9 montre que le complexe total du produit tensoriel des re´solutions canoniques
de X et Y est une re´solution ηI -acyclique de X⊗Y . L’homologie de ce complexe e´tant
naturellement isomorphe au produit tensoriel de hGr,I∗ (X) et h
Gr,I




Le diagramme de recollement de la proposition 5.1.2 permet de de´visser la cate´gorie
de foncteurs en grassmanniennes globale FGr(k) a` l’aide des cate´gories FGr,n(k). Il
est patent que l’on peut pousser plus loin ce de´vissage, en raison de l’intervention
du groupe line´aire GLn(k) dans un grand nombre de conside´rations relatives a` cette
cate´gorie. Nous e´tudions dans ce chapitre des cate´gories, note´es FPl,n(k), re´alisant
un tel de´vissage, dans un sens qui sera pre´cise´ et illustre´ a` la fin de la section 8.2.
Nous traitons d’abord de ge´ne´ralite´s qui constituent le pendant dans ces cate´gories
des proprie´te´s de base des autres cate´gories de foncteurs en grassmanniennes,
et qui s’expriment souvent plus simplement dans FPl,n, parce que nous nous
sommes (( de´barrasse´s )) de l’action du groupe line´aire en (( rigidifiant les bases )).
Dans la section 8.2, nous nous attachons a` des phe´nome`nes spe´cifiques aux cate´gories
FPl,n : nous en donnons une description en termes de comodules qui diffe`re de celles
e´tudie´es dans le cadre (( boole´en )) du chapitre 3 — en particulier, le produit cotenso-
riel fournit une structure diffe´rente de la structure tensorielle usuelle de la cate´gorie
de foncteurs FPl,n. La fin de ce chapitre illustre l’inte´reˆt de cette cate´gorie pour
e´tudier FGr,n : nous montrons comment la de´termination d’un adjoint dans FPl,n
procure´e par la structure cotensorielle que nous venons d’e´voquer permet de de´crire
un adjoint dans la cate´gorie FGr,n. Cela constitue une motivation supple´mentaire
pour e´tudier les structures de comodules associe´es a` FPl,n, qui posse`dent par ailleurs
un inte´reˆt intrinse`que.
Convention 8.0.1. — Dans toute ce chapitre, n de´signe un entier naturel.
Nous noterons encore En, pour abre´ger, l’objet initial (En, id) de EfPl,n(k).
De´finition 8.0.2. — La cate´gorie de foncteurs en grassmanniennes FPl,n(k) est la
cate´gorie de´finie par
FPl,n(k) = Fct(EfPl,n(k), Efk ).
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8.1. Ge´ne´ralite´s
Nous introduisons maintenant des foncteurs analogues a` ceux de la section 5.1 dans
le cas FPl,n et en donnons les proprie´te´s e´le´mentaires. Les de´monstrations, semblables
a` celles de ladite section, sont laisse´es au lecteur.










De´finition 8.1.2. — (1) Le foncteur de restriction sans plongement γn : FGr,n →
FPl,n est de´fini comme e´tant le foncteur de pre´composition par le foncteur d’oubli du
plongement incPln : EfPl,n → EfGr,n.
(2) Le foncteur de plongement standard ιPln : F → FPl,n est le foncteur de
pre´composition par le foncteur d’oubli principal O¯n : EfPl,n → Ef .
(3) Le foncteur de plongement re´duit κPln : F → FPl,n est le foncteur de
pre´composition par le foncteur de re´duction K¯n : EfPl,n → Ef .
(4) On de´finit le foncteur de de´calage en grassmanniennes σPln : FPl,n → F comme
le foncteur de pre´composition par le foncteur de de´calage pointe´ Sn : Ef → EfPl,n.
Explicitement, on a
γn(X)(V, u) = X(V, imu),
ιPln (F )(V, u) = F (V ),
κPln (F )(V, u) = F (coker u),
σPln (A)(W ) = A(W ⊕ En, En ↪→W ⊕ En)
pour X ∈ ObFGr,n, F ∈ ObF , A ∈ ObFPl,n, (V, u : En ↪→ V ) ∈ Ob EfPl,n et
W ∈ Ob Ef .
Remarque 8.1.3. — (1) On a ιPln = γnιn et κ
Pl
n = γnκn.
(2) Nous ne donnons pas de notation pour les foncteurs d’inte´grale FPl,n → F , qui
ne reveˆtent pas la meˆme importance que les foncteurs d’inte´grale en grassmanniennes
des cate´gories de type FGr,I .
La proposition suivante donne les principales variantes des proprie´te´s de la sec-
tion 5.1 en termes des foncteurs introduits pre´ce´demment.




n sont exacts et fide`les ;
ils commutent au produit tensoriel, aux limites et aux colimites.
(2) Le foncteur κPln est de plus plein, et son image est une sous-cate´gorie de Serre
de FPl,n.




n−−→ F est canoniquement isomorphe au foncteur
identique.




(5) On a des isomorphismes PPl,nSn(V ) ' ιPln (PV ) et I
Pl,n
Sn(V )
' κPln (IV )⊗ IPl,nEn natu-
rels en l’objet V de Ef .
(6) Le foncteur compose´ k[GLn(k)]Mod
ρn−→ FGr,n γn−→ FPl,n est canoniquement
isomorphe a` k[GLn(k)]Mod→ E → FPl,n, ou` la premie`re fle`che est le foncteur d’oubli
de l’action de GLn(k) et le second le plongement canonique (donne´ par les foncteurs
constants).
De´composition scalaire, tors de Frobenius et changement de corps. —
Ces notions se de´finissent comme dans FGr,n et posse`dent des proprie´te´s tout-a`-fait
analogues.
Les objets polynomiaux et finis de la cate´gorie FPl,n. — L’endofoncteur de
FPl,n donne´ par la pre´composition par le foncteur de translation V  · : EfPl,n → EfPl,n
(ou` V ∈ Ob Ef ) s’appelle foncteur de de´calage et se note ∆Pl,nV ; il existe un scindement
canonique ∆Pl,nk ' id⊕∆Pl,n, ou` ∆Pl,n est le foncteur diffe´rence de FPl,n.
Les foncteurs polynomiaux de FPl,n sont ses objets ∆Pl,n-nilpotents ; on a une
notion de degre´. On note FkPl,n la sous-cate´gorie e´paisse de FPl,n des foncteurs poly-
nomiaux de degre´ au plus k. La cate´gorie F0Pl,n est re´duite aux foncteurs constants,
comme dans la cate´gorie F (contrairement a` ce qui advient dans FGr,n). Nous nous
contentons d’e´noncer les analogues les plus importants des proprie´te´s des sections 5.4
et 5.5, qui s’adaptent sans difficulte´ a` FPl,n.
Le re´sultat suivant, similaire a` la proposition 5.4.13 identifie les quotients de la
filtration polynomiale de FPl,n.
Proposition 8.1.5. — Le foncteur σPln : FPl,n → F induit pour tout k ∈ N une
e´quivalence de cate´gories FkPl,n/Fk−1Pl,n → Fk/Fk−1.
Les foncteurs κPln et ι
Pl
n : F → FPl,n induisent chacun une e´quivalence de
cate´gories Fk/Fk−1 → FkPl,n/Fk−1Pl,n inverse de la pre´ce´dente.
L’analogue suivant de la proposition 5.5.5 sous-tend, avec la proposition pre´ce´dente,
la proposition 8.1.7 ci-dessous.
Proposition 8.1.6. — Un foncteur de FPl,n est fini si et seulement s’il est polyno-
mial et a` valeurs de dimension finie.
Nous en venons maintenant a` la description explicite des objets simples de la
cate´gorie FPl,n (cf. proposition 5.5.10).
Proposition 8.1.7. — (1) E´tant donne´ un objet X de FPl,n, les assertions sui-
vantes sont e´quivalentes.
(a) L’objet X de FPl,n est simple.
(b) L’objet σPln (X) de F est simple.
(c) Il existe un objet simple S de F tel que X ' κPln (S).
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(2) Les foncteurs κPln et σ
Pl
n induisent des isomorphismes d’anneaux inverses l’un
de l’autre entre Gf0 (F) et Gf0 (FPl,n).
Premiers liens entre les cate´gories F , FGr,n et FPl,n en termes de
(co)modules. — L’un des the`mes de ce chapitre consiste a` comple´ter l’e´quivalence
de cate´gories fondamentale entre FGr et les k[Gr]-comodules (cf. proposition 5.1.7)
par l’identification d’autres cate´gories de modules ou de comodules a` des cate´gories
de foncteurs. Dans ce paragraphe, nous donnons deux telles proprie´te´s, qui reposent
sur le chapitre 3.
Proposition 8.1.8. — La cate´gorie FPl,n est e´quivalente a` la sous-cate´gorie
ComodPGr,n(En,En)
de FGr,n.
De´monstration. — Le foncteur
(EfGr,n)\hom ((En,En),.) → EfPl,n
(
(V,W ), u
) 7→ (V, u)
est une e´quivalence de cate´gories, ou` la cate´gorie source de´rive de la notation 3.1.2.
La proposition est donc un cas particulier de la proposition 3.1.12.
Remarque 8.1.9. — Le foncteur homGr,n((En, En), .) est canoniquement iso-
morphe a` la compose´e FGr,n Bn−−→ Ensurj
hom (En,.)−−−−−−−→ Ens. Comme Ensurj ' GLn(k)
est e´quivalente a` sa cate´gorie oppose´e, on peut remplacer dans la de´monstration
pre´ce´dente ce foncteur par un foncteur contravariant, et obtenir ainsi sur PGr,n(En,En) une
structure d’alge`bre telle que FPl,n est e´quivalente a` la sous-cate´gorieModPGr,n(En,En) de
FGr,n. Ce phe´nome`ne est a` rapprocher de la remarque suivante : PGr,n(En,En) s’identifie
a` ρn(k[GLn(k)]), et k[GLn(k)] est un objet auto-dual de k[GLn(k)]Mod (la dualite´
consistant a` associer a` une repre´sentation line´aire la repre´sentation contragre´diente).
Graˆce au lemme suivant, nous e´tablirons, a` la proposition 8.1.11, un lien direct
entre les cate´gories F et FPl,n.
Lemme 8.1.10. — La cate´gorie (EfPl,n)/hom (.,En) est e´quivalente a` Ef .
De´monstration. — On ve´rifie aussitoˆt que les deux foncteurs introduits ci-apre`s sont
des e´quivalences de cate´gories re´ciproques l’une de l’autre.
– On de´finit un foncteur Ef → (EfPl,n)/hom (.,En) en associant a` V ∈ Ob Ef
l’objet Sn(V ) de EfPl,n muni du morphisme vers En donne´ par la projection
V ⊕ En  En, et a` une application line´aire f : V →W le morphisme f ⊕ En.
– On de´finit un foncteur (EfPl,n)/hom (.,En) → Ef en associant a` un objet
(
(V, u :
En ↪→ V ), r : V → En
)
de (EfPl,n)/hom (.,En) l’espace vectoriel coker u ' ker r, et
a` un morphisme l’application line´aire induite.
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Proposition 8.1.11. — La cate´gorie F est e´quivalente a` la sous-cate´gorieModIPl,nEn
de FPl,n.
De´monstration. — On combine le lemme pre´ce´dent avec la proposition 3.3.10.
8.2. L’e´quivalence de cate´gories FPl,n ' ComodIEn
L’analogue des conside´rations du chapitre 7 dans les cate´gories FPl,n permet d’ob-
tenir l’e´quivalence de cate´gories e´ponyme de cette section. Les structures que l’on
en de´duit constituent une justification essentielle a` l’e´tude des cate´gories FPl,n, dont
nous verrons comment elle peut intervenir dans les cate´gories de type FGr,I .
Le point de de´part de cette section re´side dans le fait que le foncteur ιPln est adjoint
a` gauche au foncteur σPln (proposition 8.1.4. 4).
Proposition et de´finition 8.2.1. — La monade de F associe´e a` l’adjonction entre
les foncteurs ιPln et σ
Pl
n conforme´ment a` la proposition A.2.3, que nous de´signerons
par TPl,n = (∆En , uPl,n, µPl,n), est donne´e comme suit.
– Le foncteur ∆En est le foncteur de de´calage de F (cf. chapitre 1).
– La transformation naturelle uPl,n : id → ∆En (unite´ de l’adjonction) est
induite par l’application line´aire 0 → En, compte-tenu de l’identification entre
id et ∆0.
– La multiplication µPl,n : (∆En)
2 ' ∆En⊕En → ∆En est la transformation
naturelle induite par la somme En ⊕ En → En.
En outre, il existe un scindement naturel id
uPl,n−−−→ ∆En
pPl,n−−−→ id, ou` pPl,n est
induit par l’application line´aire En → 0.
Proposition 8.2.2. — La cate´gorie FPl,n est e´quivalente a` la cate´gorie des modules
sur la monade TPl,n de F .
Les deux propositions pre´ce´dentes se de´montrent comme les propositions 7.0.3
et 7.0.5.
Convention 8.2.3. — Dans la suite de cette section, nous identifierons la cate´gorie
FPl,n avec la sous-cate´gorie des modules sur TPl,n de F . Autrement dit, un objet de
FPl,n sera de´sormais un couple (X,∆EnX mX−−→ X), ou` X est un objet de F et mX
un morphisme tel que :
– la compose´e X
(uPl,n)X−−−−−−→ ∆EnX mX−−→ X est le morphisme identique ;
– les compose´es (∆En)
2X




Par abus, nous noterons parfois simplement X pour (X,mX).
Notation 8.2.4. — Le morphismeX → X⊗IEn adjoint a`mX (cf. proposition 1.3.1)
sera note´ ψX dans la suite de cette section.
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Nous indiquons, dans la proposition suivante, l’analogue du foncteur ηI . Nous omet-
tons la de´monstration, similaire a` celle des propositions 7.1.3, 7.1.5 et 7.1.7.
Proposition et de´finition 8.2.5 (Foncteur ηPln ). — (1) On de´finit le foncteur
ηPln : FPl,n → F comme le coe´galisateur des deux transformations naturelles pPl,n (cf.
notation de la proposition 8.2.1) et m : ∆Enσ
Pl
n  σPln .
(2) Le foncteur ηPln est adjoint a` gauche au foncteur κ
Pl
n .
(3) Il existe des isomorphismes
ηPln ◦ κPln ' ηPln ◦ ιPln ' id.
(4) Le foncteur ηPln commute au produit tensoriel a` isomorphisme naturel pre`s.
On peut introduire, comme dans le chapitre 7, une notion de re´solution canonique
dans FPl,n, graˆce a` laquelle on peut calculer les foncteurs de´rive´s du foncteur ηPln , et
relier les groupes d’extension dans FPl,n a` ceux de F par une suite spectrale. Plutoˆt
que de de´tailler ces conside´rations, nous abordons des constructions plus spe´cifiques
a` la cate´gorie FPl,n.
Remarque 8.2.6. — Pour tout espace vectoriel V de dimension finie, le foncteur
PV est muni d’une structure naturelle d’alge`bre commutative, dont la multiplication
est le morphisme PV ⊗ PV ' PV⊕V → PV induit par la diagonale V → V ⊕ V et
l’unite´ PV → k ' P0 par 0→ V . Explicitement, la structure d’alge`bre sur les espaces
vectoriels PV (W ) = k[hom (V,W )] qui s’en de´duit est celle de l’alge`bre du groupe
abe´lien hom (V,W ).
En utilisant le foncteur de dualite´ D, on en de´duit une structure naturelle de
coalge`bre cocommutative sur les injectifs standard IV de F .
La proposition fondamentale suivante repose sur l’idenfication de l’adjoint a` droite
au foncteur ∆En de la monade TPl,n. Elle n’a pas d’analogue dans les cate´gories
FGr,I , car l’adjoint a` droite au foncteur ∆Isurj (qui existe par le corollaire C.2.4) n’est
ge´ne´ralement pas un foncteur qui admet une description simple.
Proposition 8.2.7. — Il existe une e´quivalence de cate´gories FPl,n '−→ ComodIEn









De´monstration. — La proposition de´coule de ce qu’une fle`che ∆EnX → X de F fait
de X un module sur TPl,n si et seulement si la fle`che adjointe X → X ⊗ IEn de´finit
une structure de IEn -comodule sur X. En effet, la multiplication de TPl,n comme la
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comultiplication de IEn sont induites par la somme En⊕En → En, et l’unite´ de TPl,n
comme la cou¨nite´ de IEn proviennent du morphisme 0→ En.
Remarque 8.2.8. — La proposition 8.2.7 est a` comparer avec l’e´quivalence de
cate´gories FPl,n '−→ ComodfideP (n) (fournie par un foncteur d’inte´grale) de´duite de la
proposition 3.2.10, ou` P˜ (n) est le foncteur introduit dans la notation 2.3.21 (page 27).
Produit cotensoriel et foncteur χPln . — Dans la suite de cette section, nous
identifierons les cate´gories FPl,n et ComodIEn . En particulier, la coalge`bre IEn e´tant
cocommutative, on dispose dans FPl,n d’un produit cotensoriel 
IEn
, qui sera note´
simplement  par la suite ; c’est un bifoncteur exact a` gauche.
Avant d’utiliser ce produit cotensoriel, nous avons besoin de de´crire quelques fonc-
teurs usuels de source ou de but FPl,n dans l’identification de FPl,n a` ComodIEn .
Le foncteur σPln : FPl,n → F correspond au foncteur d’oubli (cf. proposition 8.2.7).
Nous identifions, dans la proposition qui suit, le produit tensoriel de FPl,n en
termes de IEn-comodules.
Proposition 8.2.9. — Le coproduit ψX⊗Y d’un produit tensoriel de deux objets X
et Y de FPl,n est e´gal a` la compose´e
X⊗Y ψX⊗ψY−−−−−→ (X⊗IEn)⊗(Y ⊗IEn) ' (X⊗Y )⊗(IEn⊗IEn)
(X⊗Y )⊗an−−−−−−−→ (X⊗Y )⊗IEn
ou` an : IEn ⊗ IEn → IEn est le produit du foncteur en alge`bres de Boole IEn .
Ainsi, le produit tensoriel de la cate´gorie de comodules FPl,n provient de la struc-
ture d’alge`bre sur IEn . Le fait que le produit tensoriel de deux IEn -comodules est natu-
rellement un IEn -comodule provient de la compatibilite´ des structures d’alge`bre et de
coalge`bre sur IEn , qui est une alge`bre de Hopf de la cate´gorie syme´trique mono¨ıdale F .
De´monstration. — La proprie´te´ provient, par adjonction, de ce que le morphisme
mX⊗Y : ∆Enσ
Pl
n (X ⊗ Y )→ σPln (X ⊗ Y ) s’identifie, modulo les isomorphismes cano-
niques σPln (X⊗Y ) ' σPln (X)⊗σPln (Y ) et ∆EnσPln (X⊗Y ) ' ∆EnσPln (X)⊗∆EnσPln (Y ),
a` mX ⊗mY : ∆EnσPln (X)⊗∆EnσPln (Y )→ σPln (X)⊗ σPln (Y ).
Notation 8.2.10. — Dans cette section, nous noterons jF : F ↪→ F ⊗ IEn , pour
F ∈ ObF , l’inclusion canonique de´duite de k ↪→ IEn .
Nous identifions maintenant le foncteur κPln en termes de IEn-comodules.
Proposition 8.2.11. — Le foncteur κPln associe a` un objet F de F le IEn-comodule
(F, jF ).
Ainsi, le foncteur κPln identifie F a` la sous-cate´gorie de Serre des IEn-comodules
X tels que ψX = jX .
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De´monstration. — De manie`re semblable a` la proposition 7.0.9, on voit que κPln (F )
est le TPl,n-module (F, (pPl,n)F ). La proposition se de´duit alors de ce que le morphisme
(pPl,n)F : ∆EnF → F est adjoint a` jF .
Corollaire 8.2.12. — Soient F un objet de F et X un objet de FPl,n. Les mor-
phismes ψκPln (F )⊗X et F ⊗ ψX : F ⊗ σPln (X)→ F ⊗ σPln (X)⊗ IEn de F sont e´gaux.
De´monstration. — C’est une conse´quence directe des propositions 8.2.11 et 8.2.9.
Remarque 8.2.13. — Il existe un monomorphisme canonique σPln (XY ) ↪→
σPln (X ⊗ Y ) ' σPln (X)⊗ σPln (Y ) dans F ; il ne provient pas d’un morphisme naturel
XY → X ⊗Y de FPl,n. En revanche, le corollaire 8.2.12 montre qu’il est induit par
un monomorphisme naturel XY ↪→ κPln σPln (X)⊗ Y .
Nous introduisons a` pre´sent un nouveau foncteur de´duit de la proposition 8.2.7.
De´finition 8.2.14 (Foncteur χPln ). — On de´finit le foncteur χ
Pl
n : FPl,n → F par
la composition suivante.
χPln : FPl,n ·k−−→ FPl,n
σPln−−→ F
Ainsi, χPln est l’e´galisateur des transformations naturelles ψ et jσPln : σ
Pl
n → σPln ⊗
IEn .
La proposition suivante constitue le re´sultat principal de ce paragraphe.
Proposition 8.2.15. — Le foncteur χPln est adjoint a` droite a` κ
Pl
n : F → FPl,n.
De´monstration. — Soient F un objet de F et X un IEn -comodule. Par la propo-
sition 8.2.11, homPl,n(κPln (F ), X) s’identifie a` l’ensemble des morphismes f : F →


















f⊗IEn // σPln (X)⊗ IEn
commute, la condition pre´ce´dente revient a` dire que le morphisme f est a` valeurs
dans l’e´galisateur des morphismes jσPln (X) et ψX , qui est χ
Pl
n (X). Cela de´montre la
proposition.
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Proposition 8.2.16. — Il existe des isomorphismes naturels χPln (X ⊗ κPln (F )) '
χPln (X)⊗ F et XκPln (F ) ' κPln (χPln (X)⊗ F ) pour X ∈ ObFPl,n et F ∈ ObF .
De´monstration. — Le foncteur χPln (X ⊗ κPln (F )) est l’e´galisateur des fle`ches
ψX⊗κPln (F ) = ψX ⊗ F (par le corollaire 8.2.12) et jσPln (X⊗κPln (F )) = jσPln (X) ⊗ F ,
il s’identifie donc canoniquement au produit tensoriel de χPln (X) et F .
Par ailleurs, XκPln (F ) est l’e´galisateur des fle`ches X ⊗ F ψX⊗F−−−−→ X ⊗ IEn ⊗ F et
X ⊗ F
X⊗ψ
κPln (F )−−−−−−−→ X ⊗ F ⊗ IEn ' X ⊗ IEn ⊗ F ; comme X ⊗ ψκPln (F ) = X ⊗ jF '
jσPln (X) ⊗ F (modulo l’isomorphisme d’e´change des facteurs du produit tensoriel),
ce foncteur s’identifie (dans F) a` χPln (X) ⊗ F . Il reste a` voir que sa structure de
IEn -comodule est triviale, ce qui provient de l’inclusion XκPln (F ) ↪→ κPln σPln (X) ⊗
κPln (F ) ' κPln (σPln (X)⊗ F ) (cf. remarque 8.2.13).
Remarque 8.2.17. — On peut expliciter l’e´quivalence de cate´gories de la proposi-
tion 8.1.11 a` l’aide des foncteurs κPln et χ
Pl










sont des e´quivalences re´ciproques l’une de l’autre.
Le foncteur χn : FGr,n → FGLn(k). — Nous revenons maintenant a` la cate´gorie
FGr,n, en montrant comment les re´sultats pre´ce´dents peuvent eˆtre utilise´s pour en
e´tudier certaines proprie´te´s. Nous commenc¸ons par pre´ciser le lien entre FPl,n et
FGr,n.
Proposition et de´finition 8.2.18. — (1) Le groupe line´aire GLn(k) agit
a` droite sur la cate´gorie EfPl,n : pour tout g ∈ GLn(k), on de´finit un fonc-
teur τg : EfPl,n → EfPl,n par (V, u) 7→ (V, u ◦ g) sur les objets et par l’e´galite´
homPl,n((V, u), (V ′, u′)) = homPl,n((V, u ◦ g), (V ′, u′ ◦ g)) sur les morphismes, et l’on
a τ1 = id et τg ◦ τh = τhg pour tous g, h ∈ GLn(k).
(2) Par pre´composition, on en de´duit une action a` gauche de GLn(k) sur FPl,n :
les foncteurs τ∗g : FPl,n → FPl,n ve´rifient τ∗1 = id et τ∗g ◦ τ∗h = τ∗gh.
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(3) On appelle GLn(k)-module dans FPl,n tout objet X de FPl,n muni de fle`ches
τ∗g (X)









commute pour tous g, h ∈ GLn(k). Un morphisme de GLn(k)-modules de FPl,n est
un morphisme de FPl,n compatible aux morphismes d’action de GLn(k). On de´finit
ainsi la sous-cate´gorie des GLn(k)-modules de FPl,n.
(4) Le foncteur γn : FGr,n → FPl,n induit une e´quivalence de cate´gories entre
FGr,n et la sous-cate´gorie des GLn(k)-modules de FPl,n.






u−→W ↪→ V ).
De´monstration. — Les deux premie`res assertions sont claires. Le dernier point est
un cas particulier de la proposition 3.1.7 (cf. de´monstration de la proposition 8.1.8).
Comme le foncteur γn est exact et fide`le, la proposition A.2.7 montre que FGr,n est
e´quivalente a` la sous-cate´gorie de FPl,n des modules sur la monade associe´e a` cette
adjonction. Cette monade se de´crit comme suit.




– L’unite´ est l’inclusion id ↪→ ⊕
g∈GLn(k)
τ∗g du facteur direct correspondant a`
g = 1.








dont la composante τ∗hτ
∗
h′ → τ∗g est l’identite´ si hh′ = g, 0 sinon.
La proposition en re´sulte.
Convention 8.2.19. — Dans la suite de ce paragraphe, on identifie FGr,n avec la
cate´gorie des GLn(k)-modules de FPl,n.
Remarque 8.2.20. — Si A est une cate´gorie abe´lienne, on peut voir la cate´gorie
AGLn(k) comme une cate´gorie de GLn(k)-modules dans A. La cate´gorie FGr,n est
quant a` elle une cate´gorie de GLn(k)-modules (( tordus )) par l’action du groupe
line´aire sur FPl,n.
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Pour mener des raisonnements sur la cate´gorie FGr,n desGLn(k)-modules tordus de
FPl,n analogues a` ceux relatifs aux GLn(k)-modules ordinaires, nous sommes conduits
a` introduire la notion suivante.
De´finition 8.2.21. — On appelle trivialisation sur GLn(k) d’un foncteur α de











commute pour tous g, h ∈ GLn(k).
Proposition et de´finition 8.2.22. — Soient A une cate´gorie abe´lienne et
α : FPl,n → A un foncteur muni d’une trivialisation sur GLn(k). On de´finit
un foncteur αGrGLn : FGr,n → AGLn(k) comme suit.
– Sur les objets : si X est un GLn(k)-module de FPl,n, alors αGrGLn(X) est
l’objet α(X) de A muni de l’action de GLn(k) donne´e par les fle`ches α(X) '
α(τ∗g (X))→ α(X) (pour g ∈ GLn(k)), ou` la premie`re fle`che est la trivisalisation
et la seconde est induite par la structure de GLn(k)-module de X.
– La fle`che qu’induit un morphisme de GLn(k)-modules de FPl,n via α est un
morphisme de AGLn(k), ce qui permet de de´duire la fonctorialite´ de αGrGLn de celle
de α.






FPl,n α // A
ou` OAGLn de´signe le foncteur d’oubli, conforme´ment a` la notation 3.1.2.
Nous illustrons cette construction e´le´mentaire sur le foncteur χPln : FPl,n → F , qui
aboutit a` une description explicite de l’adjoint a` droite au foncteur θn : FGLn(k) →
FGr,n.
Proposition et de´finition 8.2.23. — (1) Le foncteur σPln : FPl,n → F admet
une trivialisation sur GLn(k) pour laquelle le foncteur (σPln )GrGLn : FGr,n → FGLn(k)
s’identifie a` σn.
(2) La trivialisation pre´ce´dente induit, via le monomorphime canonique χPln ↪→
σPln , une trivialisation sur χ
Pl
n .
(3) Nous noterons χn : FGr,n → FGLn(k) le foncteur (χPln )GrGLn .
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(4) Le foncteur χn est adjoint a` droite a` θn.
De´monstration. — La trivialisation canonique de σPln se lit sur le foncteur de de´calage
pointe´ Sn : pour tout g ∈ GLn(k), τgSn est donne´ sur un objet V de Ef par (V ⊕
En, En
0⊕g−−→ V ⊕ En), et les transformations naturelles τgSn → Sn donne´es par le
























// σPln ⊗ IEn
commute pour tout g ∈ GLn(k), ou` Tg est l’isomorphisme de trivialisation et les
fle`ches horizontales sont donne´ees par la somme de ψ et de l’inclusion canonique.
La dernie`re assertion s’obtient a` partir des trois observations suivantes.
(1) La compose´e FGr,n χn−−→ FGLn(k)
OFGLn−−−−→ F est adjointe a` droite a` F →
FGLn(k) θn−→ FGr,n, ou` la premie`re fle`che est la postcomposition par le foncteur
E → k[GLn(k)]Mod d’extension des scalaires. En effet, le diagramme commuta-
tif de la proposition 8.2.22, la proposition 8.2.15 et la dernie`re assertion de la
proposition 8.2.18 montrent que la premie`re compose´e est adjointe a` droite a`
F κ
Pl
n−−→ FPl,n Φn−−→ FGr,n, qui co¨ıncide avec κn ⊗ PGr,n(En,En), fle`che a` laquelle s’identifie
e´galement F → FGLn(k) θn−→ FGr,n.
(2) Le foncteur χn est un sous-foncteur de σn. Cela de´coule de la premie`re partie
de la de´monstration.










  // homGr,n(ξn(F ), X)
naturel en les objets F de FGLn(k) et X de FGr,n, ou` la fle`che verticale de droite
provient de la proposition 5.1.17. L’isomorphisme en pointille´ re´sulte des deux re-
marques pre´ce´dentes lorsque F appartient a` l’image du foncteur F → FGLn(k) induit
par l’extension des scalaires ; le cas ge´ne´ral s’en de´duit par un argument de colimite.
CHAPITRE 9
FONCTEURS HOM INTERNES ET FONCTEURS DE
DIVISION DANS FGr,I
Nous pre´sentons dans ce chapitre des proprie´te´s e´le´mentaires des foncteurs
hom internes et des foncteurs de division dans les cate´gories FGr,I (cf. proposi-
tion/de´finition C.3.1). Ces proprie´te´s reposent sur les diffe´rentes adjonctions e´tablies
dans les sections 5.1 et 7.1 et la description explicite des projectifs et injectifs
standard de FGr,I .
Nous nous attacherons surtout aux foncteurs hom internes, notre but principal
e´tant d’aboutir, dans la partie III, a` la proposition 11.2.8 et ses corollaires, relatifs
au comportement mutuel des foncteurs hom internes du foncteur ω. Les foncteurs de
division interviendront comme auxiliaires dans la section 11.1 et le chapitre 15.
9.1. Comparaison entre les diffe´rentes cate´gories FGr,I
Il est parfois commode de passer de la cate´gorie globale FGr aux cate´gories FGr,n,
par exemple, pour traiter des adjoints au produit tensoriel. En effet, si les foncteurs
ι et ω sont adjoints, il n’en est pas de meˆme des foncteurs ιn et ωn, ce qui induit une
difficulte´ dans FGr,n nouvelle par rapport a` FGr. En revanche, de`s que l’on traite de
foncteurs pseudo-constants, la cate´gorie globale se trouve beaucoup moins maniable
que FGr,n, puisque les adjoints au produit tensoriel entre GLn(k)-modules sont faciles
a` de´crire, contrairement a` ce qui advient dans Fsurj(k).
Convention 9.1.1. — Dans cette section, on se donne deux parties I et J de N
telles que I ⊂ J .
On rappelle que RJ,I est le foncteur de restriction et PI,J le foncteur de prolon-
gement par ze´ro — de´fini sous certaines conditions sur I et J — introduits dans la
notation 5.1.1.
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Proposition 9.1.2. — Supposons que tout e´le´ment de J supe´rieur ou e´gal a` un
e´le´ment de I appartient a` I. Alors il existe dans FGr,J un isomorphisme
HomGr,J(X,PI,J(Y )) ' PI,J(HomGr,I(RJ,I(X), Y ))
naturel en les objets X de FGr,J et Y de FGr,I , et dans FGr,I un isomorphisme naturel
RJ,I(PI,J(Y ) : X) ' (Y : RJ,I(X))
si X est a` valeurs de dimension finie.
En particulier, pour tout n ∈ N, on a dans FGr,≤n un isomorphisme naturel
HomGr,≤n(X,Pn,≤n(Y )) ' Pn,≤n(HomGr,n(R≤n,n(X), Y ))
et, si X est a` valeurs de dimension finie, un isomorphisme naturel dans FGr,n
R≤n,n(Pn,≤n(Y ) : X) ' (Y : R≤n,n(X)).
De´monstration. — L’hypothe`se assure que EfGr,I est une sous-cate´gorie comple`te a`
gauche de EfGr,J . Par conse´quent, le foncteur PI,J est adjoint a` droite a` RJ,I (cf.
proposition C.6.2). Le premier isomorphisme de la proposition provient alors de la
commutation du foncteur de restriction au produit tensoriel, comme le montrent les
isomorphismes naturels
homGr,J(A,HomGr,J(X,PI,J(Y ))) ' homGr,J(A⊗X,PI,J(Y ))
' homGr,I(RJ,I(A⊗X), Y ) ' homGr,I(RJ,I(A)⊗RJ,I(X), Y )
' homGr,I(RJ,I(A),HomGr,I(RJ,I(X), Y ))
' homGr,J(A,PI,J(HomGr,I(RJ,I(X), Y )))
(ou` A ∈ ObFGr,J) et le lemme de Yoneda. Le second se traite de fac¸on analogue.
Nous donnons maintenant un re´sultat plus pre´cis de commutation entre foncteurs
hom internes et foncteurs de restriction ou de prolongement par ze´ro, dans le cas ou`
la source du foncteur hom interne appartient a` l’image du foncteur ιI : F → FGr,I .
Proposition 9.1.3. — Il existe des isomorphismes naturels
HomGr,J(ιJ(F ),PI,J(A)) ' PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A))
dans FGr,J , si le prolongement par ze´ro est de´fini, et
HomGr,I(ιI(F ),RJ,I(X)) ' RJ,I(HomGr,J(ιJ(F ), X))
dans FGr,I , ou` F ∈ ObF , A ∈ ObFGr,I et X ∈ ObFGr,J .
De´monstration. — Les morphismes naturels
PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A))⊗ ιJ(F ) ' PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A)⊗ ιI(F ))→ PI,J(A)
(lorsque le prolongement par ze´ro est de´fini) et
RJ,I(HomGr,J(ιJ(F ), X))⊗ ιI(F ) ' RJ,I(HomGr,J(ιJ(F ), X)⊗ ιJ(F ))→ RJ,I(X)
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dont les secondes fle`ches s’obtiennent par application du foncteur PI,J ou RJ,I
a` la cou¨nite´ de l’adjonction fournissent, par adjonction, des morphismes naturels
PI,J(HomGr,I(ιI(F ), A))→ HomGr,J(ιJ(F ),PI,J(A)) etRJ,I(HomGr,J(ιJ(F ), X))→
HomGr,I(ιI(F ),RJ,I(X)). Ce sont des isomorphismes dans le cas ou` F est un pro-
jectif standard graˆce aux propositions 5.3.4 et 5.3.3. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit par
passage a` la colimite.
La notation ad hoc suivante n’interviendra que dans les deux lemmes techniques
ci-dessous.
Notation 9.1.4. — Dans cette section, nous noterons r : FGr,I → FGr,J le foncteur
adjoint a` gauche au foncteur RJ,I : FGr,J → FGr,I , et R : FIsurj → FJsurj l’adjoint
a` gauche au foncteur de restriction FJsurj → FIsurj (de tels adjoints existent par le
corollaire C.2.4).




F ⊗ FIsurj ' Fct(Ef ,FIsurj)
R∗

FGr,J σJ // F ⊗ FJsurj ' Fct(Ef ,FJsurj)
commute a` isomorphisme naturel pre`s.
De´monstration. — Soit a : F⊗FJsurj → F⊗FIsurj le foncteur de restriction. On de´finit
une transformation naturelle R∗σI → σJr comme l’adjointe (cf. proposition C.1.3)
a` la fle`che σI → aσJr ' σIRJ,Ir obtenue en composant σI et l’unite´ id → RJ,Ir
de l’adjonction. Cette transformation naturelle est un isomorphisme, car elle induit






tous X ∈ ObFGr,I et (A,B) ∈ Ob Ef ×EJsurj graˆce aux isomorphismes (7) (page 56).
Lemme 9.1.6. — Il existe dans FGr,J un isomorphisme r(X ⊗ κI(F )) ' r(X) ⊗
κJ(F ) naturel en les objets X de FGr,I et F de F .
De´monstration. — On e´tablit, a` l’aide du lemme pre´ce´dent, que la transformation
naturelle r(X ⊗ κI(F )) → r(X) ⊗ κJ(F ) adjointe au morphisme X ⊗ κI(F ) →
RJ,Ir(X) ⊗ κI(F ) ' RJ,I(r(X) ⊗ κJ(F )) obtenu en tensorisant par κI(F ) l’unite´
de l’adjonction procure un isomorphisme lorsqu’on lui applique σJ . Cela provient du
lemme 9.1.5 et des deux observations suivantes :
– il existe dans F⊗FIsurj un isomorphisme canonique σI(X⊗κI(F )) ' σI(X)⊗
(F  k), que l’on peut encore voir comme l’image de σI(X) par le foncteur
F ⊗ FIsurj ' Fct(EIsurj ,F)
(·⊗F )∗−−−−→ Fct(EIsurj ,F) ;
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– le diagramme
F ⊗ FIsurj ' Fct(EIsurj ,F)
R∗

(·⊗F )∗ // Fct(EIsurj ,F) ' F ⊗FIsurj
R∗

F ⊗ FJsurj ' Fct(EJsurj ,F)
(·⊗F )∗ // Fct(EJsurj ,F) ' F ⊗FJsurj
commute (a` isomorphisme canonique pre`s).
Comme le foncteur σJ est exact et fide`le, cela donne la conclusion.
Nous sommes de´sormais en mesure d’e´tablir la commutation des foncteurs hom
internes et des foncteurs de restriction, dans le cas ou` la source du foncteur hom
interne appartient a` l’image du foncteur κI : F → FGr,I .
Proposition 9.1.7. — Il existe un isomorphisme




naturel en les objets F de F et X de FGr,J .
De´monstration. — Par le lemme 9.1.6 (dont on conserve la notation), on a des iso-
morphismes naturels
homGr,I(Y,HomGr,I(κI(F ),RJ,I(X))) ' homGr,I(Y ⊗ κI(F ),RJ,I(X)) '
homGr,J(r(Y ⊗ κI(F )), X) ' homGr,J(r(Y )⊗ κJ(F ), X) '






(ou` Y ∈ ObFGr,I), ce qui de´montre la proposition.
9.2. Proprie´te´s formelles
Nous e´tudions a` pre´sent le comportement mutuel des foncteurs de division ou hom
internes et des foncteurs fondamentaux de la section 5.1.
Foncteurs de division. — C’est le cas des foncteurs de division par des objets
injectifs de la cate´gorie FGr qui nous inte´resse le plus (cf. proposition 9.2.3).
Nous donnons d’abord une proprie´te´ de compatibilite´ entre les foncteurs ω, ι et les
foncteurs de division.
Proposition 9.2.1. — Il existe dans F un isomorphisme ω(X : ι(F )) ' (ω(X) : F )
naturel en les objets X de FGr et F de Fdf . On a un re´sultat analogue dans FGr,≤n.
De´monstration. — Il s’agit d’une conse´quence formelle de l’adjonction entre ι et ω
(cf. proposition 5.1.7) et de la commutation de ι au produit tensoriel (cf. proposi-
tion 9.1.2).
La proposition e´le´mentaire suivante interviendra dans la partie IV.
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Proposition 9.2.2. — Pour toute partie I de N, il existe dans FGr,I un isomor-
phisme canonique (ρI(A) : X) ' ρI(A : εI(X)) pour A ∈ ObFIsurj, et X ∈ ObFGr,I
a` valeurs de dimension finie.
De´monstration. — Cette proposition s’e´tablit de la meˆme manie`re que la pre´ce´dente,
a` partir de la proposition 5.1.18 et de la commutation de εI au produit tensoriel.
On rappelle que le symbole Gr qui apparaˆıt dans l’importante proposition suivante
a e´te´ introduit au notation 4.3.8.
Proposition 9.2.3. — Il existe un isomorphisme





naturel en les objets V de Ef , (A,B) de EfGr et X de FGr.
De plus, pour tout W ∈ Gr(V ), le monomorphisme scinde´ naturel (X : IGr(V,W )) ↪→
(X : ι(IV )) induit par l’e´pimorphisme scinde´ ι(IV )  IGr(V,W ) fourni par la proposi-
tion 5.1.14 identifie (X : IGr(V,W ))(A,B) au sous-espace⊕
C∈Gr(W,B)
X(V ⊕A,C)
de (X : ι(IV ))(A,B).
De´monstration. — On a des isomorphismes naturels(
(X : IGr(V,W ))(A,B)








par la proposition 5.2.8, ce qui donne le re´sultat, pour X a` valeurs de dimension
finie, en dualisant ; le cas quelconque s’en de´duit en e´crivant X comme colimite de
sous-foncteurs a` valeurs de dimension finie.
Foncteurs hom internes. — Nous ramenons dans ce paragraphe le calcul de nom-
breux foncteurs hom internes dans la cate´gorie FGr,I a` celui de foncteurs hom internes
des cate´gories F ou F ⊗ FIsurj .
Convention 9.2.4. — Dans ce paragraphe, I de´signe une partie de N.
Le principal objectif de la proposition suivante est d’e´tablir la commutation entre
le foncteur κI et les foncteurs hom internes (corollaire 9.2.7).
Proposition 9.2.5. — Il existe un isomorphisme




naturel en les objets X de FGr,I et A de F ⊗ FIsurj.
114 CHAPITRE 9. FONCTEURS HOM INTERNES ET DE DIVISION
De´monstration. — C’est une conse´quence formelle de l’adjonction entre les foncteurs
θI et ηI (proposition 7.1.3) et de la commutation du foncteur ηI au produit tensoriel
(proposition 7.1.7).
Corollaire 9.2.6. — Il existe un isomorphisme




naturel en les objets A et B de F ⊗ FIsurj.
De´monstration. — On combine les propositions 9.2.5 et 7.1.5.
Corollaire 9.2.7. — Il existe des isomorphismes




naturels en les objets F et G de F .
De´monstration. — C’est le cas particulier A = G  k et B = F  k du corollaire
pre´ce´dent.
Remarque 9.2.8. — Une approche alternative de ce corollaire consiste a` traiter
d’abord le cas ou` la partie I contient 0 a` l’aide de la proposition 5.1.19, puis d’en
de´duire le cas ge´ne´ral graˆce a` la proposition 9.1.7.
Nous traitons a` pre´sent de la commutation du foncteur ιI aux foncteurs hom in-
ternes.





pour F , G ∈ ObF .




, la proposition 9.1.3 permet de ne
traiter que le cas ou` I = N. La conclusion provient alors des assertions 2 et 4 de la
proposition 5.1.7.
Il existe aussi une proprie´te´ de commutation relative au foncteur σI :




) ' HomF⊗FIsurj (F, σI(X))
naturel en les objets F de F ⊗ FIsurj et X de FGr,I .
De´monstration. — Cette proprie´te´ s’obtient a` partir de l’adjonction entre les fonc-
teurs ξI et σI (proposition 5.1.17) et de la commutation du foncteur ξI au produit
tensoriel.
La ge´ne´ralisation de la description tre`s simple des foncteurs hom internes de la
cate´gorie k[GLn(k)]Mod (cf. [CR90], § 10 D) aux foncteurs pseudo-constants de FGr,n
est donne´e par la proposition suivante, laisse´e au lecteur (cf. [Dja06d] pour les
de´tails).
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Proposition 9.2.11. — Soient n ∈ N et M un k[GLn(k)]-module fini. Les endo-
foncteurs ·⊗ρn(M∗), HomGr,n(ρn(M), ·) et ( · : ρn(M)) de FGr,n sont naturellement
isomorphes.
On en de´duit aussitoˆt la proprie´te´ de commutation suivante :
Corollaire 9.2.12. — Soient n ∈ N et M un k[GLn(k)]-module fini. L’endofonc-
teur · ⊗ ρn(M) de FGr,n commute naturellement aux foncteurs hom internes et aux
foncteurs de division.
Le foncteur Ext∗Gr(ι(F ), ·). — Commenc¸ons par introduire une nouvelle nota-
tion. Soit A un objet de EfGr ; nous de´signerons par τA : FGr → F le foncteur de
pre´composition par Ef → EfGr E 7→ E A. Cette construction est fonctorielle en A.
Proposition 9.2.13. — Il existe un isomorphisme
Ext∗Gr(ι(F ), X)(A) ' Ext∗F (F, τA(X))
naturel en les objets F de F , X de FGr et A de EfGr.
De´monstration. — Il existe des isomorphismes naturels τA ◦ ι ' ∆O(A) et τA(PGrA ) '
k[EndGr(A)] ⊗ PK(A) (par la proposition 4.1.11). On en de´duit une transformation
naturelle F → τA(ι(F )⊗PGrA ) ' ∆O(A)(F )⊗k[EndGr(A)]⊗PK(A) par produit tensoriel
des injections canoniques F ↪→ ∆O(A)(F ), k ↪→ PK(A) et k ↪→ k[EndGr(A)] (donne´e
par [idA]).
L’application naturelle homGr(ι(F )⊗PGrA , X)→ homF (F, τA(X)) qu’on en de´duit
est bijective. En effet, il suffit de le voir pour F projectif standard de F , auquel
cas c’est une conse´quence de la proposition 5.3.4. Cet isomorphisme s’e´tend, graˆce a`
la proposition A.1.1, en un isomorphisme naturel gradue´ Ext∗Gr(ι(F ) ⊗ PGrA , X) '−→






Le foncteur d’inte´grale en grassmanniennes ω : FGr → F posse`de un comportement
qui diffe`re notablement de celui des autres foncteurs fondamentaux entre FGr et F
ou F ⊗ Fsurj . En particulier, il ne pre´serve pas les objets localement finis ; en fait,
le foncteur ω(X) de F n’est localement fini que si le foncteur X de FGr appartient
a` la sous-cate´gorie FGr,0 ' F — cela re´sultera du the´ore`me 10.2.1. Une autre fac¸on
d’illustrer ce phe´nome`ne consiste a` e´tudier la compose´e ∆ ◦ ω : elle est (( nettement
plus grosse )) que ω ◦∆ — cf. section 11.1.
C’est dans ces observations que re´side tout l’inte´reˆt du foncteur ω, en vue de l’e´tude
de la structure de la cate´gorie F . Remarquons que les progre`s significatifs obtenus
a` ce sujet par Powell dans [Pow98c] constituent essentiellement des traductions de
proprie´te´s du foncteur $ : Fsurj → F (cf. section 2.3) ; il n’est pas e´tonnant que le
foncteur ω, qui ge´ne´ralise $, permette d’aller plus loin dans la compre´hension de la
cate´gorie F .
L’une des avance´es importantes obtenues graˆce aux cate´gories de foncteurs en grass-
manniennes re´side en le the´ore`me 10.2.1, qui constitue le re´sultat principal de cette
partie. Il donne une proprie´te´ d’annulation cohomologique tre`s ge´ne´rale, qui trouve
deux applications essentielles.
L’une d’entre elle, traite´e dans la section 13.2, concerne le lien entre cohomologie
du groupe line´aire GL(k) (ou K-the´orie stable de k) et cohomologie des foncteurs. Le
re´sultat obtenu, qui ge´ne´ralise le the´ore`me de Betley-Suslin donne´ dans l’appendice
de [FFSS99], fournit un isomorphisme entre la cohomologie de GL(k) a` coefficients
convenables et des groupes d’extensions dans la cate´gorie FGr(k) entre des objets
finis, nettement plus faciles d’acce`s.
Les calculs cohomologiques dans la cate´gorie F(k) donne´s par le the´ore`me 10.2.1
posse`dent e´galement un inte´reˆt intrinse`que. Ainsi, ce the´ore`me sugge`re une conjec-
ture de´crivant la filtration de Krull de la cate´gorie F , qui renforce toutes les formes
ante´rieurement formule´es de la conjecture artinienne ; il est l’un des outils fonda-
mentaux de la de´monstration des formes partielles que nous en e´tablirons dans la
partie IV. Nous discutons ces questions dans le chapitre 12.
L’application du the´ore`me 10.2.1 expose´e dans le chapitre 11 traite de proprie´te´s
de commutation entre le foncteur ω et des foncteurs hom internes. Son inte´reˆt est
illustre´ par [Dja06c], comme il est discute´ a` la fin de la section 11.2.
CHAPITRE 10
THE´ORE`ME D’ANNULATION COHOMOLOGIQUE
L’objectif de ce chapitre consiste a` e´tablir le the´ore`me 10.2.1 et le corollaire 10.2.2
qui s’en de´duit. Leur de´monstration repose sur des conside´rations explicites lie´es a` la
cate´gorie Fsurj et des arguments d’adjonction. On emploie e´galement une cate´gorie
de foncteurs auxiliaire, variante de FGr obtenue en conside´rant deux e´le´ments de
la grassmannienne d’un espace vectoriel. Hormis l’utilisation de ce nouveau type de
cate´gories, notre de´marche proce`de des meˆmes ide´es conceptuelles que celles inau-
gure´es par Pirashvili (cf. remarque 10.2.3 .1).
10.1. Pre´liminaires
On rappelle que o : F → Fsurj de´signe le foncteur d’oubli (cf. chapitre 2) et que le
foncteur k≥i est de´fini dans la notation 2.3.3 (page 21).
Les re´sultats de ce chapitre reposent sur la structure du foncteur constant k = Isurj0
de Fsurj donne´e par le corollaire 2.3.4. On rappelle que ce foncteur est unise´riel.
Lemme 10.1.1. — Il existe dans Fsurj un monomorphisme k≥1 ↪→ o(I¯k), unique a`
homothe´tie pre`s.




' // Isurj0  _

o(Ik)
' // Isurj0 ⊕ Isurjk
On en de´duit un isomorphisme entre o(I¯k) et I
surj
k .
Par conse´quent, hom (k≥1, o(I¯k)) ' k≥1(k)∗ = k. Le morphisme correspondant a` 1
est injectif, car sa restriction au socle de k≥1, l’objet simple k(1) (cf. corollaire 2.3.4),
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est non nulle, l’inclusion k(1) ↪→ k≥1 induisant un isomorphisme par e´valuation sur
k. Cela de´montre le lemme.
Remarque 10.1.2. — Le foncteur k≥1 est idempotent pour le produit tensoriel :
(k≥1)⊗2 ' k≥1. Il induit donc un endofoncteur idempotent · ⊗ k≥1 de Fsurj .
Avant d’exploiter le lemme 10.1.1, nous aurons besoin d’introduire des cate´gories
de foncteurs auxiliaires (qui n’interviendront que dans cette section).
Notation 10.1.3. — (1) Nous de´signerons par Efbi−Gr la cate´gorie (EfGr)\Gr, ou`
l’on note encore Gr, par abus de notation, le foncteur compose´
EfGr O−→ Ef Gr−→ Ens,
qui est donc donne´ sur les objets par (V,W ) 7→ Gr(V ).
Autrement dit, les objets de Efbi−Gr sont les triplets (V,B,W ) forme´s d’un espace
vectoriel de dimension finie V et de deux sous-espaces B et W de V , et les fle`ches
(V,B,W ) → (V ′, B′,W ′) de Efbi−Gr sont les applications line´aires f : V → V ′ telles
que f(B) = B′ et f(W ) =W ′.
La cate´gorie de foncteurs Fct(Efbi−Gr, E) sera note´e Fbi−Gr.
(2) Nous de´signerons par Ef2−Dr la cate´gorie (EfGr)\Gr′ , ou` l’on de´signe par Gr′ le
foncteur
EfGr B−→ Ef Gr−→ Ens,
qui est donc donne´ sur les objets par (V,W ) 7→ Gr(W ).
La cate´gorie de foncteurs Fct(Ef2−Dr, E) sera note´e F2−Dr.
(3) L’inclusion naturelle de foncteurs ensemblistes B ↪→ O identifie Ef2−Dr a` une
sous-cate´gorie pleine de Efbi−Gr. Nous noterons iDr : Fbi−Gr → F2−Dr le foncteur de
pre´composition par l’inclusion.
Remarque 10.1.4. — L’indice 2−Dr utilise´ est une abre´viation de 2-drapeau. On
pourrait naturellement ge´ne´raliser les conside´rations de ce paragraphe a` des cate´gories
correspondant aux espaces vectoriels munis de drapeaux de longueur fixe´e arbitraire.
On dispose, conforme´ment aux re´sultats du chapitre 3, d’un foncteur de plongement
ΥGr : FGr → Fbi−Gr et d’un foncteur d’inte´grale ΩGr : Fbi−Gr → FGr. Sur les objets,




De´finition 10.1.5. — Nous noterons N la sous-cate´gorie e´paisse de Fbi−Gr noyau
du foncteur exact iDr. Explicitement, N contient les objets X de Fbi−Gr tels que
X(V,B,W ) = 0 pour tout objet (V,B,W ) de Efbi−Gr tel que W ⊂ B.
Remarque 10.1.6. — (1) La cate´gorie Efbi−Gr s’identifie canoniquement a`
Ef\(Gr,Gr) : c’est la cate´gorie des espaces vectoriels de dimension finie munie de deux
sous-espaces. Nous avons pre´fe´re´ donner la pre´sentation ci-dessus (( dessyme´trisant
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les deux bases )) de manie`re a` introduire plus naturellement les foncteurs ΥGr, ΩGr et
iDr.
(2) La cate´gorie F2−Dr n’interviendra pas en elle-meˆme, c’est la sous-cate´gorie N
de Fbi−Gr qui nous inte´ressera.
Le lemme suivant donne les faits concrets dont nous aurons besoin pour e´tablir nos
re´sultats d’annulation cohomologique.
Lemme 10.1.7. — (1) Il existe un foncteur β : Efbi−Gr → Efsurj tel que
β(V,B,W ) =W/(W ∩B) pour tout objet (V,B,W ) de Efbi−Gr.
(2) Il existe dans Fbi−Gr un e´pimorphisme du foncteur constant k vers le foncteur
β∗(k≥1), ou` β∗ : Fsurj → Fbi−Gr de´signe le foncteur de pre´composition par β ; N
est la sous-cate´gorie pleine des objets X de Fbi−Gr tels que la projection canonique
X  X⊗β∗(k≥1) qui s’en de´duit est un isomorphisme. En particulier, N est un ide´al
de Fbi−Gr : le produit tensoriel d’un objet de N et d’un objet de Fbi−Gr appartient
a` N .
(3) Le foncteur β∗(k≥1) se plonge dans ΥGr(κ(I¯k)).
De´monstration. — La ve´rification du premier point est imme´diate. Le second
point vient de ce que la projection k  k≥1 de Fsurj (cf. lemme 2.3.4) induit un
e´pimorphisme k = β∗(k)  β∗(k≥1) dans Fbi−Gr dont l’image est nulle sur l’objet
(V,B,W ) si et seulement si β(V,B,W ) est nul, i.e. si W ⊂ B.
On remarque ensuite que le foncteur compose´ Efbi−Gr
β−→ Efsurj ↪→ Ef se plonge dans
le foncteur Efbi−Gr
OEfGr,Gr−−−−−→ EfGr K−→ Ef (on rappelle que OEfGr,Gr de´signe le foncteur
(V,B,W ) 7→ (V,B) — cf. notation 3.1.2), via l’inclusion canonique β(V,B,W ) =
W/(W ∩ B) ↪→ V/B = K(V,B). Comme les foncteurs de F pre´servent les mono-
morphismes, on en de´duit que le foncteur de pre´composition β∗ ◦ o : F → Fbi−Gr
s’injecte dans ΥGr ◦ κ : F → Fbi−Gr. Le lemme 10.1.1 fournit alors un monomor-
phisme β∗(k≥1) ↪→ β∗(o(I¯k)) ↪→ ΥGr(κ(I¯k)), ce qui ache`ve la de´monstration.
Re´sultats d’annulation cohomologique (( abstraits )). — La premie`re proprie´te´
d’annulation cohomologique de ce chapitre, dont toutes les autres se de´duiront for-
mellement, s’obtient a` l’aide du lemme pre´ce´dent et du re´sultat formel donne´ par le
corollaire A.1.2.
Lemme 10.1.8. — Soient A un foncteur analytique de FGr et X un objet de N . Le
groupe d’extensions ExtiGr(A,ΩGr(X)) est nul pour tout i ∈ N.
De´monstration. — La proposition B.1.14 (page 187) permet de se ramener au cas ou`
A est polynomial : il existe d ∈ N∗ tel que ∆dA = 0.
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Notons F l’endofoncteur · ⊗ κ(I¯k) de FGr, G = ∆Gr, H : N → FGr la restriction a`
N de ΩGr, et K l’endofoncteur de N induit par · ⊗ΥGr(κ(I¯k)) (on utilise que N est
un ide´al de Fbi−Gr). Alors :
(1) tous ces foncteurs sont exacts ;
(2) G est adjoint a` gauche a` F par le corollaire 5.3.5 ;
(3) la proposition 3.1.8 (page 35) fournit un isomorphisme F ◦H ' H ◦K ;
(4) graˆce au lemme 10.1.7, il existe un monomorphisme idN ↪→ K.
Le corollaire A.1.2 (page 181) donne alors la conclusion.
Nous pouvons maintenant e´noncer le re´sultat principal de cette section.
On rappelle que Is0 est une autre e´criture pour k(0) (cf. notation 2.1.4).
Proposition 10.1.9. — Soient X un foncteur analytique de FGr et A un objet (quel-
conque) de Fbi−Gr. Le morphisme gradue´ naturel Ext∗Gr(X,ΩGr(A ⊗ β∗(Is0))) →
Ext∗Gr(X,ΩGr(A)) induit par le monomorphisme canonique A ⊗ β∗(Is0) ↪→ A fourni
par Is0 ↪→ k (cf. lemme 2.3.4) est un isomorphisme.
De´monstration. — On e´crit la suite exacte longue de cohomologie associe´e a` la suite
exacte courte 0 → A ⊗ β∗(Is0) → A → A ⊗ β∗(k≥1) → 0 et l’on applique le lemme
pre´ce´dent a` l’objet A⊗ β∗(k≥1) de N (cf. lemme 10.1.7).
10.2. Re´sultats fondamentaux
Rappelons que le foncteur J : FGr → F˜Gr, l’endofoncteur I de FGr et la transfor-
mation naturelle jω : I → ιω ont e´te´ de´finis dans la section 6.1.
The´ore`me 10.2.1. — Soient X un objet analytique de FGr et Y un objet quelconque
de FGr. Le morphisme gradue´ naturel (jωY )∗ : Ext∗Gr(X, I(Y )) → Ext∗Gr(X, ιω(Y ))
induit par jωY : I(Y )→ ιω(Y ) est un isomorphisme.
En particulier, les adjonctions des propositions 5.1.7 et 6.1.3 fournissent des iso-
morphismes gradue´s naturels
Ext∗F (ω(X), ω(Y )) ' Ext∗Gr(X, I(Y )) ' Ext∗eFGr (J(X), J(Y )).
De´monstration. — Notons Υ′Gr : FGr → Fbi−Gr la compose´e de ΥGr et du foncteur
de pre´composition par l’endofoncteur Efbi−Gr (( e´changeant les deux bases )), i.e. donne´
par (V,B,W )→ (V,W,B) sur les objets et sur les morphismes par l’e´galite´
homEfbi−Gr ((V,B,W ), (V
′, B′,W ′)) = homEfbi−Gr ((V,W,B), (V
′,W ′, B′)).
Autrement dit, on a Υ′Gr(X)(V,B,W ) = X(V,W ) (tandis que ΥGr(X)(V,B,W ) =
X(V,B)).
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X(V,W ) ' ω(X)(V ) ' ιω(X)(V,B).
De plus, il existe un isomorphisme I(Y ) ' ΩGrΥ′Gr(Y ⊗ β∗(Is0)) naturel en Y , par
lequel jωY s’identifie a` la transformation naturelle induite par Y ⊗β∗(Is0) ↪→ Y . Ainsi,
(jωY )∗ : Ext
∗
Gr(X, I(Y )) → Ext∗Gr(X, ιω(Y )) est un isomorphisme, par la proposi-
tion 10.1.9.
Les autres fle`ches conside´re´es sont des isomorphismes pour des raisons formelles
(corollaire A.1.1).
En utilisant l’adjonction entre foncteurs de restriction et de prolongement par ze´ro,
on en de´duit un re´sultat analogue dans les cate´gories FGr,≤n. Ce meˆme principe est
mis en œuvre dans le corollaire suivant.
Corollaire 10.2.2. — Soient k et n deux entiers naturels, X un objet analytique de
FGr,k et Y un objet quelconque de FGr,n.
(1) Si k < n, alors Ext∗F (ωk(X), ωn(Y )) = 0.
(2) Si k = n, alors le morphisme naturel Ext∗Gr,n(X,Y ) → Ext∗F (ωn(X), ωn(Y ))
induit par ωn est un isomorphisme.
On rappelle que les foncteurs de restriction R et de prolongement par ze´ro P qui
interviennent dans la de´monstration ci-dessous ont e´te´ de´finis dans la notation 5.1.1.
De´monstration. — Comme ωk(X) ' ωPk,N(X), le the´ore`me 10.2.1 fournit un iso-
morphisme naturel gradue´ entre Ext∗F (ωk(X), ωn(Y )) et Ext
∗
Gr(Pk,N(X), I Pn,N(Y )).
On remarque que I Pn,N(Y ) appartient a` l’image de la cate´gorie FGr,≥n dans FGr par
le foncteur de prolongement par ze´ro. Comme EfGr,≥n est une sous-cate´gorie comple`te
a` gauche de EfGr, la proposition C.6.2 (et le corollaire A.1.1) montrent que ce groupe
d’extensions est canoniquement isomorphe a`
Ext∗Gr,≥n(RN,≥nPk,N(X),RN,≥n I Pn,N(Y )).
Si k < n, RN,≥nPk,N(X) est nul, ce qui e´tablit la premie`re assertion. Si k = n,
cet objet s’identifie a` Pn,≥n(X). Puisque EfGr,n est une sous-cate´gorie comple`te a`
droite de EfGr,≥n, la proposition C.6.2 montre cette fois que ce groupe d’extensions est
canoniquement isomorphe a` Ext∗Gr,n(X,RN,n I Pn,N(Y )). On conclut en constatant
que le morphisme naturel Y → RN,n I Pn,N(Y ) est un isomorphisme.
Remarque 10.2.3. — (1) Les premiers re´sultats d’annulation cohomologique
dans des cate´gories de foncteurs remontent a` Pirashvili. Ainsi, le lemme 0.4 de
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[FLS94] (duˆ a` Pirashvili) s’est ave´re´ l’un des premiers outils efficaces pour simplifier
des calculs de groupes d’extensions dans F .
(2) Le cas k = 0 du corollaire 10.2.2 constitue une ge´ne´ralisation du re´sultat
(e´nonce´ d’ordinaire dans sa variante duale) duˆ a` Franjou selon lequel Ext∗F (F, P¯ ) = 0
si F est un foncteur fini de F (cf. [Pow98a], appendice, pour une de´monstration due
a` Schwartz). Les lemmes techniques de [Pow98a] illustrent l’inte´reˆt de ce genre de
re´sultat cohomologique pour aborder la conjecture artinienne.
Gaudens et Schwartz ont e´tabli dans [GS05] une ge´ne´ralisation du re´sultat de
Franjou que le the´ore`me 10.2.1 recoupe partiellement.
CHAPITRE 11
FONCTEUR ω ET FONCTEURS HOM INTERNES
Le foncteur ω e´tant adjoint a` gauche a` ι, on dispose pour des raisons formelles de
proprie´te´s de compatibilite´ entre les foncteurs de division et ω — cf. proposition 9.2.1.
En revanche, l’adjoint a` gauche a` ω ne se de´crivant pas aise´ment, il est plus de´licat
d’e´tudier le comportement mutuel des foncteurs hom internes et ω. Nous utiliserons
les foncteurs de de´calage, qui sont a` la fois des foncteurs hom internes et des foncteurs
de division (dans FGr comme dans F), pour contourner cette difficulte´.
11.1. Scindement de ∆V ◦ ω
Par les propositions 9.2.1 et 5.1.14, il existe des isomorphismes naturels
(11) ∆V ω(X) ' (ω(X) : ι(IV )) '
⊕
W∈Gr(V )
ω(X : IGr(V,W )),
ou` l’on a utilise´ l’identification de ∆V a` (· : IV ) (proposition 1.3.1) ; la proposition 9.2.3
de´crit explicitement ce scindement, qui sous-tend nombre d’aspects de la structure
des cate´gories FGr et F (cf. partie IV ou [Dja06d]).
Pre´cisons l’effet des foncteurs de division (· : IGr(V,W )) qui apparaissent relativement
au niveau et aux coniveau (notions introduites dans la de´finition 5.5.4). On remarque
que niv(X : IGr(V,W )) ≤ niv(X) (autrement dit, les foncteurs (· : IGr(V,W )) pre´servent les
sous-cate´gories FGr,≤n de FGr), mais les foncteurs (· : IGr(V,W )) peuvent abaisser stric-
tement le coniveau (donc ils ne pre´servent pas les sous-cate´gories FGr,n, en ge´ne´ral).
La proposition suivante, que l’on utilisera dans la section suivante, de´crit la restriction
a` FGr,0 ' F de (X : IGr(V,W )). Elle fait usage des foncteurs τA introduits a` la fin du
chapitre 9 (page 115) et re´sulte de la proposition 9.2.3 (page 113).
Proposition 11.1.1. — Il existe dans F un isomorphisme naturel RN,0(X : IGrA ) '
τA(X) pour X ∈ ObFGr et A ∈ Ob EfGr.
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Signalons enfin que, pour e´le´mentaire qu’il soit, le scindement (11) jouera un roˆle
essentiel dans les arguments de la partie IV.
11.2. Le morphisme h∗X,F : ω
(
Ext∗Gr(ι(F ), X)
)→ Ext∗F (F, ω(X))
Nous donnons d’abord la de´finition et quelques proprie´te´s ge´ne´rales d’un mor-
phisme gradue´ h∗X,F naturel en un objet X de FGr et F de F . Notre objectif principal
est d’e´tablir que h∗X,F est un isomorphisme lorsque F est localement fini.
De´finition 11.2.1. — Soit h0X,F : ω
(
HomGr(ι(F ), X)
)→ HomF (F, ω(X)) le mor-




)⊗ F '−→ ω(HomGr(ι(F ), X)⊗ ι(F )) ω(uF,X)−−−−−→ ω(X) ,
ou` la premie`re fle`che est l’isomorphisme de la dernie`re assertion de la proposition 5.1.7
et uF,X la cou¨nite´ de l’adjonction.
Comme le foncteur HomGr(ι(F ), ·) est exact lorsque F est un objet projectif de F
(par la proposition 5.3.4) et que le foncteur ω est exact, ce morphisme naturel s’e´tend




)→ Ext∗F (F, ω(X)).
Notation 11.2.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Dans ce para-
graphe, nous noterons piV l’e´pimorphisme canonique ι(IV ) κ(IV ) de FGr.





IGr(V,W )  I
Gr
(V,0) ' κ(IV )
(cf. propositions 5.1.14 et 5.1.12) ; il est donc scinde´.








' // ω(X : κ(IV )) _
ω(X:piV )

HomF (PV , ω(X))
' // ∆V ω(X)
' // (ω(X) : IV )
' // ω(X : ι(IV ))
commute, ou` :
– les fle`ches supe´rieures sont les isomorphismes fournis par la proposition 5.3.4 ;
– les fle`ches infe´rieures sont les isomorphismes fournis par les propositions 1.3.1
et 9.2.1.
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De´monstration. — Le morphisme
ω(∆GrV X) ' ω
(
HomGr(ι(PV ), X)
) h0X,PV−−−−→ HomF (PV , ω(X)) ' ∆V ω(X)
est l’adjoint du morphisme PV ⊗ ω(∆GrV X) → ω(X) donne´, sur l’espace vectoriel A,
par [f ] ⊗ a 7→ X(if )(a) pour f ∈ homE(V,A), B ∈ Gr(A) et a ∈ X(A,B), ou` l’on
de´signe par if : (V ⊕ A,B) → (A,B) le morphisme de composante f sur V et idA
sur A.
Par conse´quent, la fle`che
ω(∆GrV X) ' ω
(
HomGr(ι(PV ), X)
) h0X,PV−−−−→ HomF (PV , ω(X)) ' ∆V ω(X)







X(V ⊕A,B) = ∆V ω(X)(A).
La conclusion s’obtient alors par la proposition 9.2.3.
Proposition 11.2.5. — Pour tous objets F de F et X de FGr, le morphisme h0X,F
est injectif.
De´monstration. — Le lemme 11.2.4 montre l’assertion lorsque F est un projectif stan-
dard PV . On en de´duit (par commutation de ω aux limites et de ι aux colimites) que
h0X,P est e´galement injectif lorsque P est une somme directe de projectifs standard.
Le cas ge´ne´ral s’en de´duit en conside´rant un e´pimorphisme p d’un tel projectif P sur















p∗ // HomF (P, ω(X)).
Remarque 11.2.6. — Il existe meˆme un endofoncteur TF de FGr, un isomorphisme
naturel HomF (F, ω(X)) ' ω(TF (X)) et une transformation naturelle injective jF :
HomGr(ι(F ), ·) ↪→ TF telle que h0·,F s’identifie a` ω(jF ). On le voit par un argument
analogue, en conside´rant une pre´sentation de F par des sommes directes de projectifs
standard. Ce qui suit pre´cise ces conside´rations.








Ext∗Gr(ι(F ), X)(V,W ) '
⊕
W∈Gr(V )
Ext∗F (F, τ(V,W )(X))
par la proposition 9.2.13.
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D’autre part,




Ext∗F (F, ω(X : I
Gr
(V,W )))
graˆce a` l’isomorphisme (11) et a` la proposition C.3.1.
Proposition 11.2.7. — Via les isomorphismes pre´ce´dents et la proposition 9.2.3, le
morphisme h∗X,F est induit par l’inclusion naturelle




X(E ⊕ V,B) = ω(X : IGr(V,W ))(E).
De´monstration. — Par naturalite´, il suffit de ve´rifier cette identification lorsque F
est un projectif standard de F , auquel cas elle re´sulte du lemme 11.2.4.
Les pre´liminaires pre´ce´dents nous permettent, a` l’aide du the´ore`me fondamental
du chapitre pre´ce´dent, d’e´tablir le re´sultat principal de cette section.





)→ Ext∗F (F, ω(X))
est un isomorphisme pour tout objet X de FGr.
De´monstration. — Notons iXE (V,W ) l’inclusion naturelle de la proposition 11.2.7 :
l’e´nonce´ e´quivaut a` l’annulation des groupes d’extensions Ext∗F (F, ω(coker i
X
E )) pour
tout E ∈ Ob Ef . La proposition 11.1.1 montre que l’image par le foncteur de restric-
tion RN,0 du foncteur coker iXE de FGr est nulle. Le the´ore`me 10.2.1 (ou son corol-
laire 10.2.2) donne alors la conclusion.
Dans les conse´quences qui suivent, nous nous contentons du cas du degre´ 0 (i.e.
des foncteurs hom internes), le plus significatif.
Corollaire 11.2.9. — Soient F un objet localement fini de F , n et k des entiers
naturels et I une partie de N du type ≤ n ou n. Les foncteurs ωI ◦HomGr,I(ιI(F ), ·)
et HomF (F, ·) ◦ ωI de F vers FGr,I sont isomorphes.
De´monstration. — Par la proposition 11.2.8, il existe un morphisme
HomF (F, ·) ◦ ωI ' HomF (F, ·) ◦ ω ◦ PI,N ' ω ◦HomGr(ι(F ), ·) ◦ PI,N.
Le corollaire s’en de´duit parce queHomGr(ι(F ), ·)◦PI,N ' PI,N◦HomGr,I(ιI(F ), ·),
par la proposition 9.1.3.
Nous terminons ce chapitre en donnant un corollaire des re´sultats pre´ce´dents qui
de´crit notamment l’image par un foncteur HomF (F, ·) (ou` F ∈ Fω) d’un G¯(n)-
comodule simple (cf. propositions 5.1.7 et 5.5.10).
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Corollaire 11.2.10. — Soient n et k des entiers naturels, F un objet localement







)) ' ωn(κn(HomF (F,G))⊗ ρn(M)).
De´monstration. — Ce re´sultat s’obtient en combinant les corollaires 9.2.7, 9.2.12
et 11.2.9.
Retour sur la me´thode de [Dja06c]. — L’article [Dja06c] e´tudie, dans le cas
k = F2, la structure de foncteurs de type fini (1) de F(F2) (pre´cise´ment, le produit
tensoriel entre le projectif PF22 et une puissance exte´rieure) par un argument de
re´currence utilisant le foncteur HomF(F2)(Λ
1, ·), ou` Λ1 de´signe le foncteur d’inclusion
Ef ↪→ E .
Le corollaire 11.2.10 montre, en particulier, que les G¯(n)-comodules finis sont
nilpotents pour le foncteur HomF(F2)(Λ
1, ·) (cf. proposition 12.3.1 ci-apre`s). Cet
e´nonce´ sous-tend toute la de´marche de [Dja06c] ; cependant, sans le formalisme des
cate´gories de foncteurs en grassmanniennes, il est malaise´ d’en donner une forme et
une de´monstration ge´ne´rales. La proposition 5.29 de [Dja06c], qui fournit une estima-
tion de l’image par le foncteur HomF(F2)(Λ
1, ·) des foncteurs e´tudie´s dans l’article en
question, sert de succe´dane´ e´le´mentaire au corollaire 11.2.10. Dans le dernier chapitre
de [Dja06d], nous e´tendons la me´thode de [Dja06c] en employant le corollaire 11.2.10
de fac¸on beaucoup plus ge´ne´rale.
(1)En fait, cet article travaille sur les objets duaux, de co-type fini. Nous avons traduit, pour la
cohe´rence de l’exposition, ses e´nonce´s en termes de foncteurs de type fini.

CHAPITRE 12
LA FILTRATION DE KRULL DE LA CATE´GORIE F
La conjecture que nous introduisons dans ce chapitre, appele´e conjecture artinienne
extreˆmement forte (elle implique la conjecture artinienne tre`s forte 2.3.24), affirme que
la restriction aux objets localement finis du foncteur d’inte´grale en grassmanniennes
ω : FGr → F envoie la filtration de F lfGr donne´e par les sous-cate´gories F lfGr,≤n dans la
filtration de Krull de F , et induit une e´quivalence entre les quotients associe´s. Apre`s
des pre´liminaires pre´sente´s dans la section 12.1, nous exposons les diffe´rentes formes
de la conjecture artinienne extreˆmement forte et les cas particuliers qu’on peut en
e´tablir (section 12.2) puis en examinons des conse´quences importantes (section 12.3).
12.1. Foncteurs induits
Nous nous inte´resserons a` la proprie´te´ suivante d’une sous-cate´gorie pleine A de F :
Hypothe`se 12.1.1. — Pour toute suite exacte courte 0 → A → B → C → 0 de F ,
si deux des objets A,B,C appartiennent a` A, il en est de meˆme du troisie`me.
Conjecturalement, les foncteurs induits de hauteur au plus n introduits ci-apre`s
sont exactement les foncteurs noethe´riens de type n de F . L’e´tude de ceux-la` se
rame`ne essentiellement a` celle d’objets finis de FGr, ce qui les rend assez facilement
maniables.
De´finition 12.1.2. — Soit n ∈ Z. Nous noterons Fω−cons(n) la plus petite sous-
cate´gorie pleine de F ve´rifiant 12.1.1 et contenant l’image de la restriction a` la sous-
cate´gorie FfGr,≤n des objets finis de FGr,≤n du foncteur ω≤n : FGr,≤n → F .
Nous dirons que F est induit de hauteur au plus n s’il est objet de Fω−cons(n).
Remarque 12.1.3. — On prendra garde que, dans les versions ante´rieures de ce
travail ([Dja06d], [Dja06a] et [Dja06b]), les foncteurs induits e´taient appele´s fonc-
teurs ome´ga-adapte´s, et la sous-cate´gorie Fω−cons(n) note´e Fω−ad(n). La notation
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Fω−cons(n) provient de ce que les foncteurs induits sont ceux que l’on peut construire
a` partir du foncteur ω et de l’hypothe`se 12.1.1.
Proposition 12.1.4. — (1) Le produit tensoriel d’un objet de Fω−cons(n) et d’un
objet de Fω−cons(m) est un objet de Fω−cons(n+m).
(2) Les sous-cate´gories Fω−cons(n) sont stables par le foncteur diffe´rence de F .
(3) Tout foncteur induit est pf∞.
De´monstration. — Si X est un objet fini de FGr,≤k, alors le produit tensoriel de
ω≤k(X) et d’un objet induit de hauteur au plus n est induit de hauteur au plus n+k.
En effet, la sous-cate´gorie pleine des objets de F dont le produit tensoriel par ω≤k(X)
est induit de hauteur au plus n + k contient les ω≤n(A), pour A ∈ ObFfGr,≤n, par
la proposition 5.2.11, et ve´rifie l’hypothe`se 12.1.1. On de´montre ensuite par le meˆme
raisonnement l’assertion 1.
La proposition 5.1.14 montre, par exactitude de ω, que ω transforme un objet pf∞,
donc en particulier un objet fini (cf. corollaire 5.5.8), en un objet pf∞. Comme la
sous-cate´gorie pleine des objets pf∞ de F ve´rifie l’hypothe`se 12.1.1, par la proposi-
tion B.1.6, on en de´duit l’assertion 3.
Pour l’assertion 2, on conside`re la sous-cate´gorie pleine Cn des objets F de F
tels que ∆F appartient a` Fω−cons(n). Les propositions 9.2.1 et 9.2.3 montrent que
Cn contient ω≤n(X) pour X ∈ ObFfGr,≤n. D’autre part, l’exactitude du foncteur
diffe´rence montre que Cn ve´rifie l’hypothe`se 12.1.1, ce qui ache`ve la de´monstration.
Exemple 12.1.5. — Les projectifs standard PV = ω(PGr(V,V )) = ω(ρ(P
surj
V )) de
F sont induits, de hauteur dimV (le fait que cette hauteur n’est pas strictement
infe´rieure a` dimV de´coule de la proposition 12.1.6 ci-dessous).
Nous utiliserons, dans cette section, le the´ore`me 10.2.1 par l’interme´diaire du
re´sultat d’annulation cohomologique suivant.
Proposition 12.1.6. — Soient n ∈ N, X un objet de FGr,≥n et F un objet de
Fω−cons(n−1). On a Ext∗F (F, ω≥n(X)) = 0.
De´monstration. — Cette proprie´te´ s’obtient a` partir du corollaire 10.2.2 et de
l’observation que la sous-cate´gorie pleine de F forme´e des objets F tels que
Ext∗F (F, ω≥n(X)) = 0 ve´rifie l’hypothe`se 12.1.1.
12.2. La conjecture artinienne extreˆmement forte
Nous introduisons la conjecture artinienne extreˆmement forte sous une forme glo-
bale utilisant la notion de foncteur induit.
Conjecture 12.2.1 (Conjecture artinienne extreˆmement forte)
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Pour tout n ∈ N, un quotient d’un foncteur induit de hauteur au plus n est induit
de hauteur au plus n.
Remarque 12.2.2. — Cet e´nonce´ implique de´ja` la conjecture artinienne sous sa
forme minimale en raison de l’assertion 3 de la proposition 12.1.4.
La proposition suivante lie la conjecture artinienne extreˆmement forte a` la filtration
de Krull de F .
Proposition 12.2.3. — Supposons la conjecture 12.2.1 ve´rifie´e.
(1) Pour tout n ∈ N, la sous-cate´gorie Fω−cons(n) de F est e´paisse. Elle est e´gale
a` la sous-cate´gorie FNT(n) des objets noethe´riens de type n de F .
(2) De plus, le foncteur ωn : FGr,n → F induit une e´quivalence de cate´gories entre
FfGr,n et FNT(n)/FNT(n−1).
(3) De´signons par Fω−cons(n) la plus petite sous-cate´gorie e´paisse de F stable par
colimites contenant Fω−cons(n). C’est aussi la cate´gorie des foncteurs qui sont co-
limite de leurs sous-foncteurs noethe´riens de type n. Alors la filtration de Krull de
F est donne´e par Kn(F) = Fω−cons(n), et le foncteur ωn induit une e´quivalence de
cate´gories entre F lfGr,n et Kn(F)/Kn−1(F).
De´monstration. — Les sous-cate´gories Fω−cons(n) de F sont par hypothe`se stables
par quotients et elles ve´rifient 12.1.1, elles sont donc e´paisses. La description de
Fω−cons(n) comme sous-cate´gorie pleine des objets colimite de leurs sous-objets in-
duits de hauteur au plus n vient de ce que les foncteurs induits sont de pre´sentation
finie (assertion 3 de la proposition 12.1.4) et de la proposition B.1.11.
On note ensuite que Fω−cons(n) est l’image re´ciproque par le foncteur canonique
F  F/Fω−cons(n−1) de l’image, note´e Cn, du foncteur FfGr,n → F/Fω−cons(n−1)
induit par ωn. En effet, la sous-cate´gorie des objets de F dont l’image dans
F/Fω−cons(n−1) appartient a` Cn ve´rifie 12.1.1 et contient bien les ωi(X) pour i ≤ n
et X ∈ ObFfGr,i, donc elle contient Fω−cons(n). Re´ciproquement, si F est un objet de
F isomorphe a` ωn(X) dans F/Fω−cons(n−1), avec X ∈ ObFfGr,n, la proposition 12.1.6
prouve (1) qu’il existe dans F un morphisme F → ωn(X) dont le noyau et le conoyau
appartiennent a` Fω−cons(n−1), ce qui entraˆıne que F appartient a` Fω−cons(n).
On e´tablit les autres re´sultats par re´currence sur l’entier n. Ils sont clairs pour
n = 0. On suppose donc n > 0 et la proposition ve´rifie´e au rang n− 1.
Le foncteur ωn induit une e´quivalence entre FfGr,n et la sous-cate´gorie e´paisse
Fω−cons(n)/Fω−cons(n−1) de F/Fω−cons(n−1), et aussi de F lfGr,n vers la sous-cate´gorie
e´paisse Fω−cons(n)/Fω−cons(n−1) de F/Fω−cons(n−1). Cela montre en particulier,
compte-tenu de l’hypothe`se de re´currence, que ces images sont respectivement in-
cluses dans FNT(n)/FNT(n−1) et Kn(F)/Kn−1(F).
(1)Utiliser les re´sultats de base sur les cate´gories abe´liennes quotients donne´s dans [Gab62].
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Si X est un objet fini non nul de FGr,k, avec k > n, alors ωk(X) est limite de ses
quotients appartenant a` Fω−cons(n) et n’y appartient pas lui-meˆme, par la proposi-
tion 12.1.6. On en de´duit que son image dans F/Fω−cons(n−1) est infinie, donc que
ωk(X) n’est pas noethe´rien de type n, puisque Fω−cons(n−1) = FNT(n−1) par l’hy-
pothe`se de re´currence. Cela entraˆıne qu’il n’y a pas, dans F , d’objet noethe´rien de
type n qui ne soit pas induit de hauteur au plus n. On a donc FNT(n) = Fω−cons(n).
Comme la cate´gorie F est localement noethe´rienne, par la remarque 12.2.2, la
proposition B.4.5 donne Kn(F) = FNT(n) = Fω−cons(n), d’ou` la proposition.
La proposition suivante, variante tronque´e de la proposition 12.2.3, se de´montre de
la meˆme fac¸on.
Proposition 12.2.4. — Soit n ∈ N tel que les sous-cate´gories Fω−cons(i) de F
sont stables par quotient pour i ≤ n. Alors le foncteur ωn induit une e´quivalence
entre la sous-cate´gorie pleine FfGr,n des objets finis de FGr,n et la cate´gorie quotient
Fω−cons(n)/Fω−cons(n−1). De plus, si X est un objet de FfGr,n, alors ωn(X) est un
objet noethe´rien de type n de F .
Les deux e´nonce´s qui suivent constituent les versions (( locales )) de la conjecture
artinienne extreˆmement forte.
Conjecture 12.2.5. — Soit n ∈ N. Le foncteur exact FGr,n ωn−−→ F  F/Kn−1(F)
induit un isomorphisme Gf0 (FGr,n) '−→ Gf0 (F/Kn−1(F)) qui pre´serve les classes des
objets simples.
Conjecture 12.2.6. — Soit n ∈ N. Pour tout objet simple S de FGr,n, le foncteur
ωn(S) de F est simple noethe´rien de type n. De plus, un foncteur de F est simple
noethe´rien de type n si et seulement s’il est isomorphe a` un quotient non nul d’un tel
objet.
La proposition 12.2.3 fournit l’e´quivalence entre les diffe´rentes conjectures de cette
section.
Corollaire 12.2.7. — Les conjectures 12.2.1, 12.2.5 et 12.2.6 sont e´quivalentes.
De´monstration. — La proposition 12.2.3 montre que la conjecture 12.2.1 implique la
conjecture 12.2.6.
La proposition B.4.5 (page 190) montre que la conjecture 12.2.6 entraˆıne la conjec-
ture 12.2.5.
Supposons maintenant la conjecture 12.2.5 satisfaite. Alors tout foncteur induit de
hauteur au plus n appartient a` Kn(F). On montre par re´currence sur n ∈ N que la
sous-cate´gorie Fω−cons(n) de F est e´paisse et que les objets de Kn(F) sont colimite de
sous-objets induits de hauteur au plus n. Si cette assertion est ve´rifie´e, tout quotient
strict d’un foncteur du type ωn+1(S), ou` S ∈ ObFGr,n+1 est simple, est induit de
hauteur au plus n : un tel quotient appartient a` Kn(F) (parce que la conjecture 12.2.5
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est satisfaite), et est de type fini. En particulier, tous les quotients de ωn+1(S) sont
dans Fω−cons(n+1). On en de´duit que la sous-cate´gorie Fω−cons(n+1) de F est e´paisse.
Son image dans le quotient F/Kn(F) contient les objets simples de cette cate´gorie
(car la conjecture 12.2.5 est satisfaite) ; elle est e´paisse. Le fait que les foncteurs induits
sont de pre´sentation finie implique, par la proposition B.1.11, que la sous-cate´gorie
des foncteurs de F qui sont colimite de leurs sous-foncteurs induits de hauteur au plus
n+1 est aussi e´paisse. On en de´duit que cette sous-cate´gorie co¨ıncide avec Kn+1(F),
par de´finition de la filtration de Krull. Cela e´tablit la conjecture 12.2.1 et ache`ve la
de´monstration.
En conside´rant les objets simples pseudo-constants des FGr,n dans la conjec-
ture 12.2.6, on obtient le re´sultat suivant.
Corollaire 12.2.8. — La conjecture artinienne extreˆmement forte implique la
conjecture artinienne tre`s forte 2.3.24.
Dans le chapitre 16, nous e´tablirons des formes partielles de la conjecture artinienne
extreˆmement forte et donnerons une conse´quence frappante de cette conjecture en
termes de groupes de Grothendieck.
12.3. Conse´quences de la conjecture artinienne extreˆmement forte
Nous donnons des proprie´te´s des foncteurs induits qui montrent que la conjecture
artinienne extreˆmement forte implique des conjectures profondes sur la structure de
la cate´gorie F que les formes plus faibles de la conjecture artinienne ne suffisent pas
a` re´soudre.
Proposition 12.3.1. — Soient k ∈ N et F un foncteur induit de F . Il existe N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N et tout foncteur analytique A de F tel que A(0) = 0, on ait
Ext∗F (A
⊗n, F ) = 0.
De´monstration. — Comme la sous-cate´gorie pleine des foncteurs F de F tels que
Ext∗(A⊗n, F ) = 0 pour n assez grand ve´rifie l’hypothe`se 12.1.1, il suffit de de´montrer
l’assertion lorsque F = ω(X), ou` X est un objet fini de FGr.
Comme A(0) = 0, le foncteur A admet une re´solution projective dont les termes
sont du type P¯k⊗Bi, donc A⊗n admet une re´solution projective dont les termes sont
du type P¯⊗nk ⊗ Ci. Pour tout entier n > deg(X) et tout E ∈ Ob EfGr,
homGr(ι(P¯⊗nk ⊗ Ci)⊗ PGrE , X) ' homGr(ι(Ci)⊗ PGrE , (∆Gr)nX) = 0
(par le corollaire 5.3.5), donc Ext∗Gr(ι(A
⊗n) ⊗ PGrE , X) = 0, puisque (ι(P¯⊗nk ⊗ Ci) ⊗
PGrE )i est une re´solution projective de ι(A
⊗n)⊗ PGrE . L’isomorphisme (19) de la pro-
position C.3.1 fournit alors Ext∗Gr(ι(A
⊗n), X) = 0 pour n > deg(X).
La conclusion re´sulte donc de la proposition 11.2.8.
136 CHAPITRE 12. LA FILTRATION DE KRULL DE LA CATE´GORIE F
Remarque 12.3.2. — (1) L’argument d’annulation cohomologique utilise´ dans
cette de´monstration, analogue a` la proposition 1.5.1 de [Fra96], est duˆ originellement
a` Pirashvili (cf. remarque 10.2.3. 1).
(2) Cette proposition est surtout significative en degre´ 0, i.e. pour les foncteurs
hom internes. En particulier, elle illustre le comportement radicalement diffe´rent du
foncteur diffe´rence ∆ ' HomF (P¯k, ·) et de HomF (F, ·) pour F fini.
(3) Pour k = F2, le cas le plus inte´ressant est celui ou` A = Λ1 (cf. [Dja06c]).
L’e´nonce´ suivant est a` comparer a` la forme de la conjecture artinienne donne´e par
l’assertion 9 de la proposition 1.2.1 (page 4).
Proposition 12.3.3. — Si F est un foncteur induit de F , pour tout i ∈ N, l’en-
semble des classes d’isomorphisme d’objets simples S de F tels que ExtiF (S, F ) 6= 0
est fini.
De´monstration. — Il suffit de montrer la proprie´te´ pour F de la forme ωn(X), ou`
n ∈ N et X ∈ ObFfGr,n. Pour n = 0, cela vient de ce que les objets finis de F sont
co-pf∞ (cf. [Dja06d] pour les de´tails) ; pour n > 0, tous les groupes ExtiF (S, ωn(X))




La comparaison entre les groupes d’extensions dans les cate´gories F et des modules
sur un groupe line´aire s’ope`re naturellement par l’interme´diaire de la cate´gorie Finj








dans lequel la fle`che infe´rieure est le foncteur de restriction : il s’agit d’e´tudier le com-
portement cohomologique du foncteur compose´ F → k[GLn(k)]Mod de ce diagramme.
Ce principe est implicite dans la de´monstration de Suslin, donne´e dans l’appendice
de [FFSS99], du the´ore`me selon lequel ce foncteur induit un isomorphisme entre les
groupes d’extensions entre deux foncteurs finis de la cate´gorie F , pourvu que n soit
assez grand.
Le re´sultat principal de ce chapitre constitue une ge´ne´ralisation de ce the´ore`me. Il
est de´montre´ dans la section 13.2, a` partir d’une proprie´te´ d’annulation cohomologique
de´duite du the´ore`me 10.2.1 relatif au foncteur ω : FGr → F et de la proposition 6.2.4
relative a` l’auto-dualite´ du foncteur ω˜.
La premie`re section e´tablit, de fac¸on directe, une autre proprie´te´ d’annulation coho-
mologique du foncteur d’oubli oinj : F → Finj . Dans la section 13.3, nous formulons
une conjecture sur la filtration de Krull de la cate´gorie Finj analogue a` la conjec-
ture artinienne extreˆmement forte. Nous en de´montrons un cas particulier a` l’aide des
re´sultats des deux sections pre´ce´dentes.
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13.1. Une proprie´te´ e´le´mentaire
Le re´sultat que nous e´tablissons dans cette section (proposition 13.1.3) repose uni-
quement sur les re´sultats du chapitre 2. Pour les appliquer plus commode´ment, pour
traitons d’abord de la cate´gorie Fsurj .
Lemme 13.1.1. — Il existe dans Fsurj un e´pimorphisme scinde´ o(F ) ⊗˜P surjV 
o(F ) naturel en les objets V de Efsurj et F de F .
De´monstration. — On de´finit un morphisme naturel o(F ) ⊗˜P surjV → o(F ) comme
l’adjoint de la projection canonique
$(o(F ) ⊗˜P surjV ) ' $o(F )⊗$(P surjV ) ' $o(F )⊗ PV  $o(F )→ F
de´duit de l’e´pimorphisme PV  k et de la cou¨nite´ de l’adjonction, via la proposi-
tion 2.3.6.
D’autre part, l’e´pimorphisme V  0 induit un morphisme Is0 ' P surj0 → P surjV
dans Fsurj , d’ou` un morphisme naturel o(F ) ' o(F ) ⊗˜ Is0 → o(F ) ⊗˜P surjV .
On ve´rifie aussitoˆt que le morphisme o(F ) → o(F ) ⊗˜P surjV → o(F ) compose´ des
deux fle`ches pre´ce´dentes est l’identite´.
Proposition 13.1.2. — Soient X un objet fini de Fsurj et F un objet de F . On a
Ext∗Fsurj (o(F ), X) = 0.
De´monstration. — Par la proposition 2.2.7, il existe un espace vectoriel de dimension
finie V tel que δV (X) = 0. La proposition 2.2.3 et le corollaire A.1.1 montrent alors que
Ext∗Fsurj (o(F ) ⊗˜P surjV , X) ' Ext∗Fsurj (o(F ), δV (X)) = 0. Mais Ext∗Fsurj (o(F ), X) est
facteur direct de Ext∗Fsurj (o(F ) ⊗˜P surjV , X) par le lemme 13.1.1, d’ou` la proposition.
Revenons maintenant a` la cate´gorie Finj , plus naturelle pour les conside´rations
suivantes.
Proposition 13.1.3. — Soient X un objet localement fini de Finj et F un objet
de F . On a
Ext∗Finj (X, oinj(F )) = 0.
De´monstration. — Le cas ou` X est fini est dual du pre´ce´dent. Le cas ge´ne´ral s’en
de´duit par passage a` la colimite.
13.2. Proprie´te´s utilisant le foncteur ω
Nous pre´sentons maintenant d’autres re´sultats d’annulation cohomologique dans
la cate´gorie Finj , reposant sur le the´ore`me 10.2.1 et la proposition suivante.
Proposition 13.2.1. — Les endofoncteurs $injoinj et ωκ de F sont isomorphes.
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De´monstration. — Soit κ˜ : F → F˜Gr le foncteur de pre´composition par le foncteur
de re´duction K˜ : E˜fGr → Ef . On a des isomorphismes canoniques $inj ◦ oinj ' ω˜′ ◦ κ˜
et ω ◦ κ ' ω˜ ◦ κ˜, ou` ω˜ (resp. ω˜′) est le foncteur introduit dans la notation 6.2.1 (resp.
6.2.2), de sorte que la proposition 6.2.4 donne la conclusion.
On introduit a` pre´sent un foncteur tre`s analogue a` I.






J (X)(f) : J (X)(V,B)→ J (X)(V ′, B′)
(ou` f : (V,B)→ (V ′, B′) est une fle`che de EfGr) ayant pour composante
X(V/W,B/W )→ X(V ′/W ′, B′/W ′)
l’application line´aire induite par le morphisme (V/W,B/W ) → (V ′/W ′, B′/W ′) in-
duit par f si f(W ) =W ′, 0 sinon.
La proprie´te´ suivante justifie l’apparition du foncteur J dans cette section.
Proposition 13.2.3. — Il existe un isomorphisme de foncteurs ωκω ' ωJ .











J (X)(V,B) = ωJ (X)(V ).
La proposition suivante est la plus importante de ce chapitre. Elle joue dans Finj
un roˆle analogue a` celui qu’occupe le the´ore`me 10.2.1 dans la cate´gorie FGr.
Proposition 13.2.4. — Soient X un objet localement fini de FGr et Y un objet
de FGr. Il existe un isomorphisme naturel gradue´ Ext∗Finj (oinjω(X), oinjω(Y )) '
Ext∗FGr (X, IJ (Y )).
De´monstration. — Le foncteur oinj e´tant adjoint a` gauche a`$inj (proposition 2.3.10),
le corollaire A.1.1, la proposition 13.2.1, la proposition 13.2.3 puis le the´ore`me 10.2.1
procurent des isomorphismes gradue´s naturels
Ext∗Finj (oinjω(X), oinjω(Y )) ' Ext∗F (ω(X), $injoinjω(Y ))
' Ext∗F (ω(X), ωκω(Y )) ' Ext∗F (ω(X), ωJ (Y )) ' Ext∗Gr(X, IJ (Y )).
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Remarque 13.2.5. — Ainsi, pour obtenir un e´nonce´ relatif a` la cate´gorie Finj , nous
avons transite´ par la cate´gorie FGr, dont l’e´tude requiert celle de Fsurj . Cela explique
pourquoi nous avons duˆ introduire les deux cate´gories Finj et Fsurj .
Le corollaire suivant permet d’utiliser la proposition 13.2.4 tout en s’affranchissant
des foncteurs I et J .
Corollaire 13.2.6. — Soient k, n ∈ N, X un objet localement fini de FGr,k et Y un
objet de FGr,n.
(1) Si k < n, alors Ext∗Finj (oinjωk(X), oinjωn(Y )) = 0.
(2) Si k = n, le foncteur exact oinjωn induit un isomorphisme naturel gradue´
Ext∗Gr,n(X,Y )
'−→ Ext∗Finj (oinjωn(X), oinjωn(Y )).
De´monstration. — On de´duit ce re´sultat de la proposition 13.2.4 de la meˆme fac¸on
que l’on a de´duit le corollaire 10.2.2 du the´ore`me 10.2.1. En effet, si A est un objet
de FGr de coniveau au moins e´gal a` n, l’inclusion canonique A ↪→ J (A) induit apre`s
application du foncteur RN,≤n un isomorphisme.
Application a` la K-the´orie stable. — La de´monstration par Suslin (cf. appendice
de [FFSS99]) de l’isomorphisme entre la K-the´orie stable de k et l’homologie dans
F(k) pour des foncteurs finis se de´compose en deux e´tapes (1).
Rappelons que l’on dispose d’un foncteur exact e : Finj → k[GL(k)]Mod,
conforme´ment a` la section 2.4. Nous noterons F 7→ F (k∞) le foncteur F →
k[GL(k)]Mod compose´ de oinj : F → Finj et du pre´ce´dent. Il induit un morphisme
gradue´ naturel
Ext∗Finj(k)(oinj(F ), oinj(G))→ Ext∗k[GL(k)](F (k∞), G(k∞))
pour F,G ∈ ObF . La premie`re e´tape de la de´monstration de Suslin consiste a`
de´montrer que ce morphisme est un isomorphisme lorsque F et G sont finis ; c’est
vrai en fait lorsque F est pf∞ et G fini (cf. [Pir02], proposition 4.3). Le lien avec
la K-the´orie stable vient de ce que, a` dualisation pre`s, les groupes d’extensions
Ext∗k[GL(k)](F (k∞), G(k∞)) sont des groupes de K-the´orie stable de k (voir encore
[Pir02]).
Corollaire 13.2.7. — Soient X un objet fini de FGr et F un objet fini de F . Il
existe un isomorphisme naturel gradue´
Ext∗k[GL(k)](ω(X)(k∞), F (k∞)) ' Ext∗Gr(X, Iκ(F )).
(1)Scorichenko a e´tendu le re´sultat de Suslin au cas d’un anneau arbitraire — cf. le dernier chapitre
de [FFPS03].
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De´monstration. — Comme X est pf∞ et que le foncteur exact ω pre´serve les pro-
jectifs de type fini, ω(X) est pf∞, de sorte que Ext∗Finj(k)(oinjω(X), oinj(F )) '
Ext∗k[GL(k)](ω(X)(k∞), F (k∞)). On conclut en appliquant la proposition 13.2.4,
puisque JP0,N ' κ.
Lorsque X est de niveau 0, i.e. que ω(X) est un objet fini de F , on retrouve
le re´sultat de Betley-Suslin affirmant que le morphisme naturel Ext∗F (F,G) →
Ext∗k[GL(k)](F (k∞), G(k∞)) est un isomorphisme si F et G sont finis.
13.3. La filtration de Krull de la cate´gorie Finj
Le corollaire 13.2.6 et la proposition 13.1.3 nous ame`nent a` formuler la conjecture
suivante.
Conjecture 13.3.1 (Conjecture artinienne extreˆmement forte pour Finj)
Pour tout n ∈ N, le foncteur oinjωn : FGr,n → Finj induit une e´quivalence entre
les cate´gories F lfGr,n et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).
Si la conjecture artinienne extreˆmement forte est satisfaite, cet e´nonce´ e´quivaut au
suivant.
Conjecture 13.3.2. — Pour tout n ∈ N, le foncteur oinj induit une e´quivalence
entre les cate´gories Kn(F)/Kn−1(F) et Kn+1(Finj)/Kn(Finj).
Le re´sultat suivant donne une re´ponse positive partielle a` la conjecture 13.3.1 pour
n = 0.
Proposition 13.3.3. — Le foncteur oinj : F → Finj induit une e´quivalence entre la
sous-cate´gorie Ff de F et une sous-cate´gorie e´paisse de Finj/F lfinj.
De´monstration. — Si S est un objet simple de F , le corollaire 2.3.2 montre, par
dualite´, que oinj(F ) est un objet simple noethe´rien de type 1 de Finj , donc un objet
simple de Finj/F lfinj . Le corollaire 13.2.6 (applique´ avec n = 0) et la proposition 13.1.3
e´tablissent par ailleurs que le foncteur oinj induit un foncteur pleinement fide`le entre
Ff et une sous-cate´gorie de Finj/F lfinj stable par extensions. Cela prouve la proposi-
tion.
Remarque 13.3.4. — (1) Dans [Dja06d], nous e´tablissons ce re´sultat de fac¸on
diffe´rente. La me´thode suivie, moins e´le´mentaire que celle de la proposition 13.3.3,
est une variante moins technique de la de´monstration du the´ore`me 14.1.1 ci-apre`s,
the´ore`me que l’on ne peut pas en revanche montrer de manie`re aussi directe que la
proposition 13.3.3, le corollaire 2.3.2 n’ayant pas d’e´quivalent dans la cate´gorie F .
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(2) La proposition 2.4.16 esquisse une autre approche de la cate´gorie Finj/F lfinj .
Malheureusement, celle-ci ne semble pas suffisante pour e´tablir simplement que tous
les objets simples de la cate´gorie Finj/F lfinj sont dans l’image du foncteur F
oinj−−−→
Finj  Finj/F lfinj .
PARTIE IV
FONCTEUR ω ET ∇-NILPOTENCE
Cette partie est consacre´e aux progre`s re´alise´s dans la compre´hension de la struc-
ture de la cate´gorie F graˆce au foncteur d’inte´grale en grassmanniennes ω : FGr → F ,
sugge´re´s par les conside´rations du chapitre 12. Nous montrons d’abord, dans le cha-
pitre 14, comment e´tudier la cate´gorie F/Fω a` partir du foncteur ω1 : FGr,1 → F .
La ge´ne´ralisation de la partie concre`te de la de´monstration du the´ore`me principal
de ce chapitre ne´cessite de remplacer le foncteur diffe´rence par les foncteurs ∇˜n de
Powell (introduits dans la section 1.5) : le chapitre 15 montre combien ∇˜n est adapte´
a` l’e´tude de la restriction du foncteur ωn : FGr,n → F aux objets finis de FGr,n.
Le dernier chapitre pre´sente les re´sultats obtenus a` l’aide des outils introduits
auparavant. Il s’agit d’une part de l’injectivite´ d’un morphisme induit par le foncteur
ω entre des groupes de Grothendieck (the´ore`me 10 de l’introduction), d’autre part du
the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ (the´ore`me 12 de l’introduction) et de son application
a` de nouveaux cas de la conjecture artinienne. Le cas plus ge´ne´ral nouvellement obtenu
dans [Dja07] repose lourdement, lui aussi, sur le the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´.
Dans cette toute cette partie, on suppose que le corps de base k est le
corps a` deux e´le´ments F2. Il sera souvent omis des notations ; nous reviendrons au
de´tour de remarques sur les ge´ne´ralisations possibles au cas d’un corps fini arbitraire.
Cette restriction e´vite des lourdeurs techniques (dues a` la de´composition scalaire,
essentiellement) mais n’est en rien fondamentale pour la plupart des re´sultats expose´s
dans cette partie (au moins en se limitant a` un corps fini premier). En revanche, la
ge´ne´ralisation du the´ore`me relatif a` la structure de PE2 ⊗F , ou` F est un foncteur fini
de F , donne´ dans la section 16.4, pose des proble`mes the´oriques. En effet, ce the´ore`me
utilise un re´sultat duˆ a` Powell qui repose sur des conside´rations explicites lie´es a` la
the´orie des repre´sentations, lesquelles de´pendent du corps de base.
CHAPITRE 14
INTRODUCTION : LA CATE´GORIE F/Fω
Ce chapitre de´montre une forme partielle de la conjecture artinienne extreˆmement
forte, pour le quotient K1(F)/K0(F) (section 14.1), qui est ensuite discute´e dans la
section 14.2. L’essentiel des re´sultats de cette section ont e´te´ de´ja` e´tablis par un biais
diffe´rent par Powell, dans [Pow00b], ge´ne´ralisant les the´ore`mes obtenus par Piriou
dans [Pir97] a` l’aide de me´thodes plus directes.
La de´marche pre´sente´e dans ce chapitre pre´sente un double inte´reˆt : d’une part,
elle pre´cise les re´sultats de Powell, d’autre part, elle constitue une introduction a`
la de´monstration du the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ (the´ore`me 16.2.7), dont elle
contient toutes les ide´es conceptuelles, hormis l’emploi des foncteurs ∇˜n, remplace´s
par le foncteur exact ∆, ce qui en simplifie nettement la partie technique.
14.1. Le the´ore`me principal
On rappelle que F lfGr,1 = K0(FGr,1) est la sous-cate´gorie pleine des objets locale-
ment finis de FGr,1. On sait en effet que la sous-cate´gorie des objets localement finis
de FGr,1 est e´paisse (cf. corollaire 5.5.8, de´duit de ce que les objets finis de FGr,1 sont
de pre´sentation finie) ; de meˆme, Fω = K0(F) (cf. corollaire 1.3.5).
Le but de cette section est d’e´tablir le re´sultat suivant :
The´ore`me 14.1.1. — Le foncteur
ω1 : F lfGr,1 ↪→ FGr,1
ω1−→ F  F/Fω
induit une e´quivalence entre la cate´gorie F lfGr,1 et une sous-cate´gorie localisante de
K1(F)/K0(F) = K1(F)/Fω. En particulier, il envoie un foncteur simple de FGr,1 sur
un objet simple de F/Fω.
En termes de foncteurs induits, ce the´ore`me prend la forme suivante :
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Corollaire 14.1.2. — La sous-cate´gorie Fω−cons(1) de F est e´paisse ; ses objets sont
des foncteurs noethe´riens de type 1.
De plus, le foncteur ω1 induit une e´quivalence entre la sous-cate´gorie pleine des
objets finis de FGr,1 et la cate´gorie Fω−cons(1)/Ff .
Le the´ore`me 14.1.1 redonne les re´sultats principaux de l’article [Pow00b] de Powell
et les pre´cise. Nous y reviendrons dans la section 14.2.
Remarque 14.1.3. — Il semble en revanche tre`s difficile de prouver que tous les
objets simples de F/Fω sont induits de hauteur 1 sans avoir de´montre´ une version
forte de la conjecture artinienne.
Avant de de´montrer le the´ore`me 14.1.1, nous e´tablissons des re´sultats pre´liminaires
de´crivant le comportement du foncteur diffe´rence sur l’image par ω1 d’un foncteur fini
de FGr,1.
Notation 14.1.4. — Soit X un objet de FGr,1. Nous de´signerons par piX :
∆ω1(X)→ ω1(X) le morphisme donne´ sur V ∈ Ob Ef par la compose´e
∆ω1(X)(V ) ↪→ ∆˜ω1(X)(V ) = ω1(X)(V ⊕ F2) =
⊕
(v,t)∈(V⊕F2)\{0}




X(V ⊕ F2, (v, 1))
⊕
v∈V \{0}
X(V, v) = ω1(X)(V ),
ou` la dernie`re fle`che est induite par la projection V ⊕ F2  V .
Si k est un entier naturel et X un objet de FGr,1, nous noterons pikX : ∆kω1(X)→
ω1(X) le morphisme piX ◦∆piX ◦ · · · ◦∆k−1piX ; par convention, pi0X = idX .
Ces notations seront utilise´es uniquement dans cette section.
Dans la suite de cette section, la cate´gorie F ⊗ F1surj but de σ1 est identifie´e a` F .
Lemme 14.1.5. — Soit X un objet de FGr,1.
(1) On a un isomorphisme naturel ∆ω1(X) ' σ1(X)⊕ ω1(∆Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X).
(2) A` travers cet isomorphisme, piX : ∆ω1(X)→ ω1(X) se lit comme la compose´e
de la projection σ1(X) ⊕ ω1(∆Gr,1X) ⊕ ω1ι1σ1(X)  ω1ι1σ1(X) et du morphisme
obtenu en appliquant ω1 a` la cou¨nite´ de l’adjonction ι1σ1(X)→ X.
(3) Le morphisme piX est surjectif.
(4) Si X est fini de degre´ d ≥ 0, ker piX est la somme directe d’un objet fini de F
et de l’image par ω1 d’un objet fini de FGr,1 de degre´ strictement infe´rieur a` d.
(5) Soient V un espace vectoriel de dimension finie, l une forme line´aire non nulle
sur V et x = (xv)v∈V \{0} (xv ∈ X(V, v)) un e´le´ment de ω1(X)(V ). Notons ax :
PV → ω1(X) le morphisme de F repre´sente´ par x. Alors l’e´le´ment (yv) de ω1(X)(V )
repre´sente´ par le morphisme
PV
u 7→[l]⊗u−−−−−→ F2[V ∗ \ {0}]⊗ PV ' ∆PV ∆ax−−−→ ∆ω1(X) piX−−→ ω1(X)
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est donne´ par yv = l(v)xv.
De´monstration. — La de´composition ensembliste
Gr1(V ⊕ F2) = {(0, 1)} unionsq {(v, 0) | v ∈ V \ {0}} unionsq {(v, 1) | v ∈ V \ {0}}
et l’isomorphisme naturel⊕
v∈V \{0}
X(V ⊕ F2, (v, 1)) '
⊕
v∈V \{0}
X(V ⊕ F2, (0, 1))
induit par les isomorphismes (V ⊕ F2, (v, 1)) '−→ (V ⊕ F2, (0, 1)), (x, t) 7→ (x+ tv, t)
fournissent un isomorphisme naturel
∆˜ω1(X) ' σ1(X)⊕ ω1(∆˜Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X).
L’inclusion canonique ω1(X) ↪→ ∆˜ω1(X) se lit dans cet isomorphisme comme
ω1(X) ↪→ ω1(∆˜Gr,1X) ↪→ σ1(X)⊕ ω1(∆˜Gr,1X)⊕ ω1ι1σ1(X), d’ou` le premier point.
Pour tout v ∈ V \{0}, la compose´eX(V⊕F2, (0, 1)) '−→ X(V⊕F2, (v, 1))→ X(V, v),
ou` la premie`re fle`che est l’inverse de l’isomorphisme utilise´ pre´ce´demment et la seconde
est induite par la projection, est induite par V ⊕F2 → V, (x, t) 7→ x+tv. Cela montre
l’assertion 2.
La suite exacte ι1σ1∆Gr,1(X) → ι1σ1(X) → X → 0 (de´but de la re´solution cano-
nique de X — cf. proposition 7.2.1), et l’exactitude du foncteur ω1 permettent d’en
de´duire les assertions 3 et 4, puisque les foncteurs ι1 et σ1 respectent le degre´.
Pour e´tablir la dernie`re assertion, notons z l’e´le´ment de ∆ω1(X)(V ) ⊂ ω1(X)(V ⊕
F2) repre´sente´ par le morphisme
PV
u 7→[l]⊗u−−−−−→ F2[V ∗ \ {0}]⊗ PV ' ∆PV ∆ax−−−→ ∆ω1(X).








(x), ou` i : V → V ⊕F2 est l’inclusion canonique
et il : V → V ⊕ F2 le morphisme de composantes idV et l.
On en de´duit que la composante zv,1 (v ∈ V \ {0}) de z e´gale X(il)(zv) si l(v) = 1,
0 sinon. La conclusion provient donc de ce que la composition V il−→ V ⊕ F2  V est
l’identite´.
La proposition suivante fournit un argument de stabilisation de´cisif relatif aux
morphismes pikX .
Proposition 14.1.6. — Soient X un objet de FGr,1 et F un sous-objet de ω1(X).
Pour tout entier k ≥ 0, on note Ck = pikX(∆kF ).
(1) La suite (Ck)k>0 de sous-objets de ω1(X) est croissante ; nous noterons C∞ sa
re´union. Si X est un objet noethe´rien de FGr,1, cette suite stationne.
(2) Pour tout k ≥ 0, le foncteur Ck est engendre´ par les e´le´ments du type
(l1(v) . . . lk(v)xv)v∈V \{0} ∈ ω1(X)(V ),
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ou` V parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (xv)v∈V \{0} les e´le´ments
de F (V ) et (l1, . . . , lk) les k-uplets de formes line´aires sur V .
(3) Le foncteur C∞ est le plus petit sous-P¯F2-comodule de ω1(X) contenant F . Si
F est lui-meˆme un sous-P¯F2-comodule de ω1(X), on a Ck = F pour tout k ≥ 0.
(4) Si X est localement fini, on a hom (C∞/F, ω1(U)) = 0 pour tout objet U
de FGr,1.
De´monstration. — L’assertion 5 du lemme 14.1.5 et la pre´servation des e´pimorphismes
par le foncteur diffe´rence montrent le second point pour k = 1. Le cas ge´ne´ral s’en
de´duit aussitoˆt par re´currence.
On en de´duit que la suite (Ck)k>0 est croissante. Si v est un e´le´ment non nul d’un
espace vectoriel de dimension finie V , soient l1, . . . , ln les e´le´ments de V ∗ tels que
li(v) = 1. Alors la fonction polynomiale l1 . . . ln : V → F2 est e´gale a` l’indicatrice
de {v}. Si l’on note F gr(V ) le plus petit sous-espace vectoriel V \ {0}-gradue´ de
ω1(X)(V ) contenant F (V ), ce qui pre´ce`de montre que C∞ est le plus petit sous-
foncteur de ω1(X) tel que F gr(V ) ⊂ C∞(V ) pour tout V ∈ Ob Ef ; en particulier,
C∞ ⊃ F .
Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V, v) contienne les composantes dans
X(V, v) des e´le´ments de F (V ) ⊂ ω1(X)(V ). La proposition 5.1.7 montre d’une part
que ω1(Y ) est le plus petit sous-P¯F2-comodule de ω1(X) contenant F . Le paragraphe
pre´ce´dent de la de´monstration montre d’autre part que C∞ = ω1(Y ), d’ou` le troisie`me
point.
Soit f : C∞/F → ω1(U) un morphisme de F . Si X est localement fini, il en est
de meˆme pour Y , donc le corollaire 10.2.2 montre que la compose´e g : ω1(Y ) =
C∞  C∞/F
f−→ ω1(U) est induite par un morphisme u : Y → U de FGr,1. Comme
la compose´e F ↪→ ω1(Y ) g−→ ω1(U) est nulle et que ω1 est exact, F est inclus dans
ω1(ker u). D’apre`s le troisie`me point, on en de´duit ker u = Y , donc u = 0, puis g = 0
et f = 0, d’ou` la dernie`re assertion.
Par ailleurs, si X est noethe´rien, alors Y est de type fini, donc C∞ = ω1(Y )
est de type fini. Cela montre que la suite (Ck)k>0 est stationnaire, et ache`ve la
de´monstration.
De´but de la de´monstration du the´ore`me 14.1.1. — Le corollaire 10.2.2 entraˆıne la
pleine fide´lite´ de ω1 : F lfGr,1 → F/Fω et la stabilite´ par extensions de son image.
Comme le foncteur ω1 commute aux colimites, il suffit donc d’e´tablir qu’un sous-objet
d’un objet de l’image C de sa restriction a` la sous-cate´gorie FfGr,1 des objets finis
de FGr,1 est isomorphe a` un objet de C. Pour cela, on proce`de par re´currence sur le
degre´ polynomial (cf. proposition 5.5.5).
On se donne donc un objet fini X de FGr,1 de degre´ d ≥ 0 et l’on suppose que
l’hypothe`se suivante est satisfaite.
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Hypothe`se 14.1.7 (Hypothe`se de re´currence). — L’image par le foncteur ω1 :
F lfGr,1 → F/Fω du the´ore`me 14.1.1 de la sous-cate´gorie (FfGr,1)d−1 des foncteurs de
degre´ < d de FfGr,1 est une sous-cate´gorie e´paisse de F/Fω.
Notation 14.1.8. — Dans cette section, nous noterons Ad cette sous-cate´gorie
e´paisse de F/Fω, et Qd la cate´gorie quotient de F/Fω par Ad. Nous no-
terons e´galement X la sous-cate´gorie pleine des objets T de F/Fω tels que
hom (T, ω1(U)) = 0 pour tout objet U de FGr,1.
Lemme 14.1.9. — (1) Le foncteur diffe´rence ∆ induit un endofoncteur exact et
fide`le de la cate´gorie F/Fω. Il induit e´galement un endofoncteur exact des cate´gories
Ad et Qd.
(2) La sous-cate´gorie X de F/Fω est stable par le foncteur induit par le foncteur
diffe´rence.
(3) L’intersection des sous-cate´gories X et Ad de F/Fω est re´duite a` 0.
(4) Pour tout entier k > 0, le morphisme pikX induit un isomorphisme dans la
cate´gorie Qd.
De´monstration du lemme. — Le foncteur ∆ est exact et conserve Fω, il induit donc
un endofoncteur exact de F/Fω. La suite exacte 0→ p0(F ) = F (0)→ F → I¯F2⊗∆F
naturelle en l’objet F de F montre la fide´lite´ de ce foncteur exact. En effet, le foncteur
constant F (0) est analytique, et, comme I¯F2 est analytique, si ∆F est objet de Fω, il
en est de meˆme pour I¯F2 ⊗∆F .
Le lemme 14.1.5 montre que ∆ pre´serve l’image Ad de (FfGr,1)d−1 par ω1, il induit
donc un endofoncteur exact de Ad et Qd = (F/Fω)/Ad. Cela ache`ve de prouver le
premier point. Le lemme 14.1.5 montre e´galement que le noyau de l’e´pimorphisme piX
appartient a` Ad, puisque X est suppose´ de degre´ d. Cela e´tablit, par re´currence sur
k, la dernie`re assertion.
L’isomorphisme d’adjonction homF (∆F, ω1(U)) ' homF (F, ω1(U⊗ι1(I¯F2))) donne
le second point, puisque le corollaire 10.2.2 permet de remplacer les ensembles de mor-
phismes conside´re´s dans F par des ensembles de morphismes analogues dans F/Fω.
Le troisie`me point re´sulte de la de´finition de la sous-cate´gorie Ad.
Fin de la de´monstration du the´ore`me 14.1.1. — Soit F un sous-objet de ω1(X) ;
on conserve les notations de la proposition 14.1.6, et l’on se donne k ∈ N∗ tel que
C∞ = Ck (qui est donc de la forme ω1(Y ) pour un sous-objet Y de X). Alors ∆kF et
∆kC∞ ont la meˆme image C∞ par pikX , qui induit un isomorphisme dans Qd (dernie`re
assertion du lemme 14.1.9), donc l’inclusion ∆kF ↪→ ∆kC∞ induit un isomorphisme
dans Qd. Ainsi, l’image dans F/Fω de ∆k(C∞/F ) est objet de Ad. Mais c’est aussi
un objet de X par la dernie`re assertion de la proposition 14.1.6 et la deuxie`me asser-
tion du lemme 14.1.9. La troisie`me assertion de ce lemme montre alors que l’image
de ∆k(C∞/F ) dans F/Fω est nulle, donc aussi l’image de C∞/F (par la premie`re
assertion du lemme). Cela ache`ve la de´monstration.
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14.2. Remarques et conjecture
• Comme l’article [Pow00b], le the´ore`me 14.1.1 signifie que les foncteurs PF2⊗F
(avec F fini) sont noethe´riens de type 1 et donne des renseignements sur leur
structure. La me´thode qu’emploie Powell dans [Pow00b] repose fortement sur
les proprie´te´s des foncteurs ∇˜n et certaines conside´rations explicites sur les
repre´sentations des groupes syme´triques. La noˆtre reste tre`s ge´ne´rale et clarifie les
calculs d’alge`bre homologique entre les diffe´rents objets dont on de´montre le ca-
racte`re simple noethe´rien de type 1, entie`rement ramene´s a` des calculs d’alge`bre
homologique sur des objets finis de FGr,1, qui peuvent the´oriquement se com-
prendre a` partir des repre´sentations d’alge`bres de dimension finie sur F2.
Le the´ore`me 14.1.1 fournit e´galement une construction de l’objet simple
noethe´rien de type 1 et Fω-parfait associe´ a` une partition re´gulie`re λ
diffe´rente de celle de Powell. Nous pouvons aussi montrer, sans calcul, l’e´galite´
Xλ = Kλ conjecture´e dans [Pow00b], § 4.5 : avec nos notations, elle se
re´duit a` dire que l’image de l’unique morphisme non nul ι1(Sλ) → ι1(Sλˆ), ou`
λˆ = (λ1 + 1, . . . , λr + 1) si λ est de longueur r, est κ1(Sλ). En effet, cette image
contient κ1(Sλ) = cosoc ι1(Sλ) (cf. corollaire 5.5.12), et lorsqu’on applique
le foncteur exact et fide`le σ1 au morphisme pre´ce´dent, on obtient l’unique
morphisme non nul (cf. the´ore`me B.3 de [PS98]) Sλ ⊕∆Sλ → Sλˆ ⊕∆Sλˆ, dont
l’image est Sλ = σ1κ1(Sλ).
• On peut ge´ne´raliser le the´ore`me 14.1.1 au cas d’un corps fini quelconque k. Il
convient pour cela de remplacer le foncteur diffe´rence par la compose´e F(k) ∆−→
F(k) (−)i−−−→ F(k), ou` la dernie`re fle`che provient de la de´composition scalaire, pour
tout entier i ∈ {1, . . . , q − 1}, ou` q = Cardk.
• Les objets finis de la cate´gorie F/Fω donne´s par le the´ore`me 14.1.1 (il n’y en
a pas d’autres si la conjecture artinienne extreˆmement forte est vraie) posse`dent
un repre´sentant Fω-parfait dans F , du type ω1(X) (avec X ∈ ObFGr,1). Il n’en
est pas de meˆme pour tous les objets de F/Fω. Conside´rons par exemple le noyau
A de l’unique morphisme non nul P¯⊗2F2 → P¯F2 . A` partir de la suite exacte
0→ A→ P¯⊗2F2 → P¯F2 → Λ1 → 0
et du corollaire 10.2.2, on obtient un isomorphisme naturel Exti(F,A) '
Exti−2(F,Λ1) pour F ∈ ObFω. Ainsi, A est Fω-ferme´, mais non Fω-parfait.
• L’absence de repre´sentants parfaits pour certains foncteurs e´quivaut a` l’in-
exactitude du foncteur section F/Fω → F . Notons ne´anmoins la conse´quence
suivante du corollaire 10.2.2, dans laquelle nous notons ri le i-e`me foncteur de´rive´
droit de l’endofoncteur de F compose´ du foncteur canonique F → F/Fω et du
foncteur section : pour tout foncteur induit F , on a ri(F ) = 0 pour i assez
grand. Ainsi, la conjecture artinienne extreˆmement forte permettrait de controˆler
le de´faut d’exactitude du foncteur section.
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• Meˆme en admettant la conjecture artinienne extreˆmement forte, certains as-
pects de la structure globale de la cate´gorie F/Fω demeurent myste´rieux. Par
exemple, la description de l’enveloppe injective de l’image du foncteur P¯F2 dans
cette cate´gorie quotient, qui en est l’objet simple le plus e´le´mentaire, pose des
proble`mes tre`s difficiles.
En ge´ne´ral, les injectifs inde´composables de F/Fω sont les images par le foncteur
section des injectifs inde´composables sans sous-objet fini non nul de F (cf. [Gab62]),
i.e. des injectifs inde´composables (( pathologiques (1) )) de F .
Nous conjecturons notamment le re´sultat suivant :
Conjecture 14.2.1. — Tout foncteur injectif inde´composable de la cate´gorie F est
a` valeurs de dimension finie.
Les difficulte´s inhe´rentes a` ce proble`me, lie´es a` la compre´hension ge´ne´rique des
repre´sentations des groupes line´aires, sont conceptuellement analogues a` celles que
l’on rencontre pour la conjecture artinienne extreˆmement forte. Cependant, meˆme
en admettant la conjecture artinienne extreˆmement forte, l’auteur ignore comment
de´montrer la conjecture 14.2.1, y compris pour la seule enveloppe injective de P¯F2 ,
note´e IP¯ .
Remarque 14.2.2. — (1) On a IP¯ (0) = 0 et IP¯ (F2) ' homF (P¯F2 , IP¯ ) ' F2.
Les re´sultats de Powell (cf. [Pow98a]) fournissent homF (Q(2), IP¯ ) ' F2 et
homF (Q(2,1), IP¯ ) ' F2, d’ou` l’on de´duit, compte-tenu de la filtration de PE2
donne´e dans [Pow98c] (exemple 4.1), que IP¯ (E2) est de dimension 7.
(2) Si la conjecture artinienne extreˆmement forte est vraie au rang 1 (i.e. pour
K1(F)/K0(F)), alors il est facile de de´crire l’enveloppe injective IK,1P¯ de P¯F2 dans la
cate´gorie K1(F) : c’est l’image par le foncteur ω1 de l’enveloppe injective IGr,1(F2,F2) (qui
est localement finie) du foncteur constant F2 de FGr,1. Le foncteur IK,1P¯ ainsi obtenu
est l’un des deux facteurs inde´composables de P¯F2⊗ I¯F2 , dont le scindement est donne´
par application du foncteur ω1 au scindement ι1(I¯F2) ' κ1(I¯F2)⊕ IGr,1(F2,F2) de´duit de la
proposition 5.1.14.
Mais le foncteur IK,1
P¯
est beaucoup moins gros que l’enveloppe injective IP¯ de
P¯F2 dans F , ne serait-ce que parce que cette dernie`re contient le foncteur F2[Gr] (la
proposition 6.3.1 montre en effet que F2[Gr] est une extension essentielle de P¯F2).
La proposition e´le´mentaire suivante va nous aider a` discuter la conjecture 14.2.1.
(1)Remarquons qu’il n’existe aucun objet projectif (( pathologique )) dans la cate´gorie F : tous les
projectifs inde´composables de F sont de type fini, et tout projectif de F est somme directe de pro-
jectifs inde´composables. Cela provient de la the´orie classique de Krull-Schmidt (cf. [Pop73]), parce
que les projectifs inde´composables de type fini engendrent F et ont des anneaux d’endomorphismes
locaux.
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Proposition 14.2.3. — Le produit tensoriel de deux objets injectifs de la cate´gorie
F dont l’un est a` valeurs de dimension finie est injectif.
De´monstration. — Le produit tensoriel entre un injectif de F et un injectif standard
IV est injectif, car l’adjoint a` gauche ∆V a` l’endofoncteur −⊗ IV de F est exact.
Si J est un injectif a` valeurs de dimension finie, le foncteur − ⊗ J commute aux
produits. Comme tout injectif de F est facteur direct d’un produit d’injectifs standard,
l’injectivite´ des J ⊗ IV e´tablie pre´ce´demment donne la conclusion.
Corollaire 14.2.4. — Supposons que la conjecture artinienne et la conjecture 14.2.1
sont satisfaites. Alors le produit tensoriel de deux injectifs de la cate´gorie F est in-
jectif.
De´monstration. — Si la cate´gorie F est localement noethe´rienne, tout injectif de F
est isomorphe a` une somme directe d’injectifs inde´composables (cf. [Gab62]). La
conclusion re´sulte donc de la proposition 14.2.3 et de la distributivite´ du produit
tensoriel par rapport a` la somme directe.
Notons Ginj0 (F) le groupe de Grothendieck des objets injectifs de F a` valeurs de
dimension finie de F . Sous les hypothe`ses du corollaire 14.2.4, ce groupe he´rite d’une
structure d’anneau commutatif induite par le produit tensoriel. Noter que, comme une
somme directe infinie non triviale d’objets injectifs a` valeurs de dimension finie peut
eˆtre encore a` valeurs de dimension finie, Ginj0 (F) est naturellement un anneau topolo-
gique non discret. Une autre question naturelle (toujours en admettant la conjecture
artinienne et la conjecture 14.2.1) consiste a` savoir si le produit tensoriel de deux
injectifs inde´composables est une somme directe finie d’injectifs inde´composables, ce
qui permettrait essentiellement de re´duire l’e´tude de Ginj0 (F) au sous-groupe discret
engendre´ par les classes des injectifs inde´composables (qui en serait alors un sous-
anneau).
Nous verrons dans la section 16.1 que la conjecture artinienne extreˆmement forte
donnerait une description assez explicite de l’anneau de Grothendieck Gtf0 (F) des
foncteurs de type fini de F . Meˆme en admettant la conjecture 14.2.1 et la conjecture
artinienne extreˆmement forte, la structure de l’anneau Ginj0 (F) reste obscure.
CHAPITRE 15
PRE´LIMINAIRES RELATIFS AUX FONCTEURS ω ET ∇˜n
Nous donnons dans ce chapitre le substrat technique ne´cessaire a` la ge´ne´ralisation
des arguments de la section 14.1 au foncteur ωn, ou` n est un entier supe´rieur a` 1.
Il s’agit d’une part d’e´tendre le lemme 14.1.5, en remplac¸ant le foncteur diffe´rence
par le foncteur ∇˜n, ce que nous accomplissons dans la section 15.2. Nous aurons
besoin d’autre part d’un re´sultat d’annulation cohomologique relatif aux foncteurs
∇˜n-nilpotents (ge´ne´ralisant le cas des foncteurs finis) ; c’est l’objet de la section 15.3.
Les deux facettes de ce programme reposent sur des arguments e´le´mentaires issus de la
structure des injectifs des cate´gories de foncteurs en grassmanniennes ; le lemme 1.3.6
relatif a` la structure de l’injectif IF2 de F , que nous noterons simplement I par la
suite, constitue pratiquement leur seul ingre´dient non formel.
Convention 15.0.1. — Dans toute ce chapitre, on se donne un entier n > 0.
15.1. Les foncteurs ∇Grn
Nous introduisons l’outil interne a` la cate´gorie FGr qui permettra, dans les sections
suivantes, de mener a` bien nos investigations relatives aux foncteurs ω et ∇˜n.
De´finition 15.1.1. — On de´finit un endofoncteur ∇Grn de la cate´gorie FGr par
∇Grn = ker
(
(− : ι(I))→ (− : ι(pn−1(I)))
)
ou` la transformation naturelle est induite par l’inclusion pn−1(I) ↪→ I.
Le lien avec le foncteur ∇˜n est donne´ par la proposition suivante.
Proposition 15.1.2. — Il existe un isomorphisme
ω ◦ ∇Grn ' ∇˜n ◦ ω
de foncteurs FGr → F .
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De´monstration. — Graˆce a` la proposition 9.2.1 et a` l’exactitude du foncteur ω, il
existe un diagramme commutatif aux lignes exactes





// ω ◦ (− : ι(I))
'

// ω ◦ (− : ι(pn−1(I)))
'

0 // ∇˜n ◦ ω // (− : I) ◦ ω // (− : pn−1(I)) ◦ ω
dans lequel les fle`ches verticales sont des isomorphismes.
Nous donnons maintenant des proprie´te´s formelles du foncteur ∇Grn , analogues a`
celles du foncteur ∇˜n.
La premie`re d’entre elle est une conse´quence directe de la suite exacte (2) de la
section 1.3. On rappelle que t∗n : I → IEn (introduit dans cette meˆme section) de´signe
le morphisme induit par tn ∈ F2[hom(En,F2)].
Proposition 15.1.3. — Le foncteur ∇Grn est l’image de la transformation naturelle
(tn)∗ = (− : ι(t∗n)) : (− : ι(IEn))→ (− : ι(I)).
Comme les foncteurs (− : ι(IEn)) et (− : ι(I)) sont exacts (cf. proposition 9.2.3),
on en de´duit :
Corollaire 15.1.4. — Le foncteur ∇Grn est additif ; il pre´serve les monomorphismes
et les e´pimorphismes.
Nous utiliserons souvent le foncteur ∇Grn sur des foncteurs appartenant a` FGr,k, vue
comme sous-cate´gorie de FGr via le prolongement par ze´ro. Pour ramener son e´tude
a` des conside´rations internes a` la cate´gorie FGr,k, nous emploierons la proposition
suivante.
Proposition 15.1.5. — Soient k ∈ N, X un objet de FGr,k et X˜ l’objet de FGr
image de X par le foncteur de prolongement par ze´ro. Il existe un isomorphisme
naturel entre la restriction de ∇Grn (X˜) a` FGr,k et l’image de (tn)∗ = (X : ιk(t∗n)) :
(X : ιk(IEn))→ (X : ιk(I)).
De plus, le niveau du foncteur ∇Grn (X˜) est infe´rieur ou e´gal a` k.
De´monstration. — Cela re´sulte de la proposition 15.1.3, de l’isomorphisme naturel
R≤k,k(Pk,≤k(X) : ι≤k(F )) ' (X : ιk(F ) (pour F ∈ ObF) donne´ par la proposi-
tion 9.1.2 et de l’isomorphisme naturel (X˜ : ι(F )) ' P≤k,N(Pk,≤k(X) : ι≤k(F )) qui
s’e´tablit par un argument formel d’adjonction analogue.
La proposition suivante de´coule de la commutativite´ du produit tensoriel de FGr
et de ce que ses foncteurs de de´calage et son foncteur diffe´rence sont isomorphes a` des
foncteurs de division.
Proposition 15.1.6. — Le foncteur ∇Grn commute aux foncteurs de de´calage et au
foncteur diffe´rence de FGr, a` isomorphisme naturel pre`s.
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Nous en venons maintenant a` des proprie´te´s e´le´mentaires du foncteur ∇Grn qui
diffe`rent du comportement de ∇˜n. Elles reposent sur la proposition suivante.







  // ι(IEn)
qui induit dans FGr,n un diagramme commutatif








  // ιn(IEn).
De´monstration. — Le morphisme F2 → IGr(En,En) du diagramme (12) est l’unique
fle`che non nulle ; le morphisme F2 → ι(I) est la compose´e de l’unique morphisme non
nul F2 → IGr(F2,F2) et du monomorphisme scinde´ IGr(F2,F2) ↪→ ι(I) donne´ par la proposi-
tion 5.1.14 ; le monomorphisme non spe´cifie´ provient de cette meˆme proposition.
Comme F2 ' ρ(F2), par adjonction entre les foncteurs ρ et ε (proposition 9.2.2),
la commutation du diagramme (12) se rame`ne au lemme 15.1.8 ci-dessous, puisque
ε ◦ ι ' o et ε(IGr(V,V )) ' IsurjV .
Dans le diagramme (13) qu’on de´duit de (12) par application du foncteur de res-
triction, la fle`che verticale F2 → IGr,n(En,En) est l’unique morphisme non nul, qui est
injectif parce que le foncteur constant F2 de FGr,n est simple.








  // o(IEn)
ou` les deux fle`ches de source F2 sont les uniques morphismes non nuls et les deux





W de la proposition 2.3.6 (assertion 3).
De´monstration. — Soit W un sous-espace de En. Le morphisme
F2 → IsurjF2 ↪→ o(I)
o(t∗n)−−−→ o(IEn) IsurjW
est la somme sur les formes line´aires l ∈ E∗n telles que l(W ) 6= 0 des compose´es
F2 → IsurjF2
l∗−→ IsurjW ,
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qui sont toutes e´gales a` l’unique morphisme non nul. Comme le cardinal de l’ensemble
{l ∈ E∗n | l(W ) 6= 0} = E∗n \W⊥ est 2n − 2n−dimW , qui est impair si et seulement si
dimW = n, on en conclut que le morphisme F2 → IsurjW que l’on e´tudie est non nul
si et seulement si W = En, d’ou` l’on de´duit le lemme.
Notation 15.1.9. — On de´signe par q∇n : ∇Grn → id la transformation naturelle
compose´e de l’inclusion canonique ∇Grn ↪→ (− : ι(I)) et de la transformation naturelle
(− : ι(I))→ (− : F2) ' id induite par le morphisme F2 → ι(I) du diagramme (12).

















(− : ι(I)) // id.
15.2. Estimation de ∇˜n ωn
Il n’est pas difficile de voir que, pour i < n, le foncteur ∇˜i a tendance a` faire
exploser la taille des foncteurs du type ωn(X). La proposition suivante montre que le
comportement de ∇˜i sur ωn(X) est tout-a`-fait diffe´rent pour i > n, lorsque X est un
foncteur fini de FGr,n.
Proposition 15.2.1. — Si F est un foncteur induit de hauteur strictement
infe´rieure a` n, alors F est ∇˜n-nilpotent.
De´monstration. — Si X ∈ ObFGr,k est simple, il existe un objet simple F de F et
un GLk-module simple S tels que X ' κk(F ) ⊗ ρk(S) (cf. proposition 5.4.13), d’ou`
un e´pimorphisme
PEk ⊗ F  ωkρk(S)⊗ F ' ωk(ιk(F )⊗ ρk(S)) ωk(X).
Les propositions 1.5.4 et 1.5.9 montrent que PEk ⊗ F , donc ωk(X), est ∇˜n-nilpotent
si k < n. On conclut graˆce a` la proposition 1.5.7.
Nous nous attachons, dans la suite de cette section, a` montrer que ∇˜n ωn(X) et
ωn(X) sont en quelque sorte du meˆme ordre de grandeur pourX fini. Dans le cas ou`X
est un foncteur simple pseudo-constant, Powell a calcule´ exactement, dans [Pow98c],
∇˜n ωn(X) (qui est alors isomorphe a` ωn(X), sauf dans un cas) ; nous n’en aurons pas
usage.
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Notation 15.2.2. — Dans cette section, on note X˜ le prolongement par ze´ro a` FGr
d’un foncteur X de FGr,n. On de´signe e´galement par q∇n,X le morphisme naturel
(q∇n )X˜ : ∇Grn (X˜)→ X˜.
On remarque que la proposition 15.1.2 entraˆıne l’existence d’un isomorphisme na-
turel
(14) ∇˜n ωn(X) ' ω∇Grn (X˜).
En appliquant le foncteur ω au morphisme naturel q∇n,X , on en de´duit un morphisme
naturel
(15) pin,X : ∇˜n ωn(X)→ ωn(X).
Pour n = 1, on retrouve le morphisme piX de la section 14.1.
Une description explicite du morphisme pin,X sera donne´e dans la section 16.2
(lemme 16.2.3).
Proposition 15.2.3. — Pour tout foncteur X de FGr,n, le morphisme (q∇n )X˜ :
∇Grn (X˜)→ X˜ est surjectif.
De´monstration. — Par la proposition 15.1.5, cela de´coule de la surjectivite´ de la fle`che
en pointille´ du diagramme








induit par le diagramme (13) de la proposition 15.1.7.
En appliquant le foncteur exact ω, on en de´duit l’important re´sultat suivant.
Corollaire 15.2.4. — La transformation naturelle pin : ∇˜n ωn → ωn est surjective.
Lemme 15.2.5. — Si X est un foncteur pseudo-constant de FGr,n, la restriction a`
FGr,n du morphisme (q∇n )X˜ : ∇Grn (X˜)→ X˜ est un isomorphisme.
De´monstration. — La proposition 9.2.2 fournit des isomorphismes (ρn(M) : ι(F )) '
ρn(M : F (En)) ' ρn(M ⊗F (En)∗) naturels en le GLn-module M et le foncteur F de
Fdf . On en de´duit, par la proposition 15.1.5, des isomorphismes naturels
RN,n∇Grn (X˜) ' ker
(
ρn(M ⊗ I(En)∗) (tn)∗−−−→ ρn(M ⊗ pn−1(I)(En)∗)
)
' ρn(M ⊗ (I/pn−1(I))(En))∗)
ou` X = ρn(M) est un foncteur pseudo-constant de FGr,n. La conclusion provient alors
de ce que (I/pn−1(I))(En) = F2 (lemme 1.3.6).
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Proposition 15.2.6. — Soit X un objet fini de degre´ i ≥ 0 de FGr,n. Il existe dans
FGr une suite exacte 0→ Y → ker q∇n,X → Z → 0 dans laquelle :
– Y est un foncteur fini de niveau strictement infe´rieur a` n et de degre´ au plus i ;
– Z est un foncteur fini de degre´ strictement infe´rieur a` i, de niveau au plus n
et de coniveau au moins n.
De´monstration. — On pose Y = P≤n−1,NRN,≤n−1∇Grn (X˜) — c’est un sous-foncteur
de ker q∇n,X puisque la restriction a` FGr,≤n−1 de X˜ est nulle — et Z = (ker q∇n,X)/Y .
La proposition 15.1.5 montre que la condition de niveau sur Z est ve´rifie´e ; la condition
de niveau sur Y et celle de coniveau sur Z le sont pour des raisons formelles.
La proposition 15.1.6 montre que le foncteur ker q∇n : FGr,n → FGr commute au
foncteur diffe´rence a` isomorphisme naturel pre`s. On en de´duit en particulier deg Y ≤
deg ker q∇n,X ≤ degX = i, par re´currence sur i. L’ine´galite´ degZ < i s’obtient de
meˆme, par re´currence sur i, a` partir du lemme 15.2.5. Comme les foncteurs Y et Z
sont, comme ∇Grn (X), a` valeurs de dimension finie, ce qui pre´ce`de montre qu’ils sont
finis, ce qui ache`ve la de´monstration.
Notation 15.2.7. — Dans la proposition suivante, F∇˜n,<i de´signe la plus petite
sous-cate´gorie e´paisse de F contenant N il∇˜n et les objets ωn(Y ), pour Y objet fini
de FGr,n de degre´ strictement infe´rieur a` i.
Intuitivement, cette cate´gorie contient tous les objets qui sont (( moins gros )) que les
foncteurs du type ωn(A), ou` A ∈ ObFGr,n est de degre´ i (la proposition 15.2.1 montre
que F∇˜n,<i contient de´ja` tous les objets du type ωk(X) avec k < n et X ∈ ObFGr,k
fini).
Corollaire 15.2.8. — Soient i ∈ N et X un objet fini de degre´ i de FGr,n.
Le noyau de pin,X : ∇˜n ωn(X)→ ωn(X) appartient a` F∇˜n,<i.
De´monstration. — Soit 0 → Y → ker q∇n,X → Z → 0 la suite exacte donne´e par
la proposition 15.2.6 : par exactitude du foncteur ω, on en de´duit une suite exacte
0 → ω(Y ) → ker pin,X → ω(Z) → 0. Le foncteur ω(Y ) est ∇˜n-nilpotent, donc objet
de F∇˜n,<i, par la proposition 15.2.1, et ω(Z) est objet de F∇˜n,<i parce que degZ < i,
d’ou` la proposition.
15.3. The´ore`me d’annulation cohomologique relatif a` la ∇-nilpotence
La section pre´ce´dente pre´cisait le comportement du foncteur ∇˜n sur l’image du
foncteur ωn en terme de (( taille )) des objets ; nous allons donner l’aspect cohomolo-
gique de la comparaison entre ∇˜n et ωn.
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Tensorisons le diagramme (13) de la proposition 15.1.7 par un objet X de FGr,n et

























Le the´ore`me fondamental suivant constitue une variation sur le corollaire 10.2.2
adapte´e au contexte de la ∇˜n-nilpotence. Nous y reviendrons a` la remarque 15.3.2.
The´ore`me 15.3.1. — Pour tout objet X de FGr,n, le foncteur ωn(X) est N il∇˜n-
parfait : pour tout foncteur F de N il∇˜n , on a Ext∗F (F, ωn(X)) = 0.
De´monstration. — Par la proposition B.1.14, il suffit d’e´tablir la nullite´ des groupes
d’extensions ExtiF (F, ωn(X)) lorsque F est ∇˜n-nilpotent, assertion que l’on e´tablit
par re´currence sur i.













pour tous objets F et G de F , ou` l’on a note´ tn(F ) pour ((tn)∗)F , pour simplifier les













pour tout i ∈ N.
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ou` pr∇,nF de´signe la projection canonique ∆EnF  ∇˜nF , et pl∇,nF : ∇˜nF ↪→ ∆F2F
l’inclusion canonique, et ou` les isomorphismes de droite de´rivent de l’adjonction entre
les endofoncteurs exacts ∆V et −⊗ IV de F .
Le morphisme u : ExtiF (F, ωn(X)) → ExtiF (F, ωn(X) ⊗ IEn) obtenu en suivant le
diagramme est induit par le monomorphisme bn,X : ωn(X) ↪→ ωn(X)⊗IEn . En effet, la
compose´e horizontale supe´rieure est induite par l’unite´ ωn(X)→ ∆Enωn(X)⊗IEn de
l’adjonction, tandis que la compose´e verticale de droite est induite par βn,X⊗IEn (par
la commutation du diagramme (17)) ; on conclut par adjonction entre les morphismes
bn,X et βn,X .
Comme bn,X provient par application du foncteur ωn a` un monomorphisme X ↪→
X ⊗ ιn(IEn), il existe un objet Y de FGr,n et une suite exacte courte
0→ ωn(X) bn,X−−−→ ωn(X)⊗ IEn → ωn(Y )→ 0 .
La suite exacte longue de cohomologie associe´e et l’hypothe`se de re´currence
Exti−1F (F, ωn(Y )) = 0 (on rappelle que F est suppose´ ∇˜n-nilpotent) montrent
que le morphisme u : ExtiF (F, ωn(X)) → ExtiF (F, ωn(X) ⊗ IEn) est injectif. On en
de´duit, en conside´rant la colonne de gauche du diagramme (18), un monomorphisme
ExtiF (F, ωn(X)) ↪→ ExtiF (∇˜nF, ωn(X)), ce pour tous objets F de N il∇˜n et X de
FGr,n. Cela fournit, par re´currence sur l’indice de ∇˜n-nilpotence de F , la nullite´ du
groupe d’extensions ExtiF (F, ωn(X)), ce qui ache`ve la de´monstration.
Remarque 15.3.2. — La proposition 15.2.1 montre que le the´ore`me 15.3.1 est une
ge´ne´ralisation du re´sultat d’annulation cohomologique du corollaire 10.2.2 (dont elle
ne fournit toutefois pas l’isomorphisme obtenu pour k = n). Pour n = 1, ces deux
re´sultats sont identiques. La de´monstration du the´ore`me 15.3.1 est une conse´quence
formelle de l’injectivite´ du morphisme bn,X du diagramme (16) ; la seule difficulte´
technique re´side dans l’inexactitude du foncteur ∇˜n, qui oblige a` transiter par les
foncteurs exacts ∆F2 et ∆En pour passer aux groupes d’extensions. Conceptuellement,
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cette de´monstration proce`de d’ide´es tre`s voisines de celles employe´es pour e´tablir le
the´ore`me 10.2.1, reposant sur des adjonctions entre foncteurs de´calages et produits
tensoriels convenables.
Nous terminons ce chapitre en donnant une nouvelle forme de la conjecture arti-
nienne extreˆmement forte, en termes de ∇-nilpotence.
Conjecture 15.3.3. — Un objet de type fini de F est induit de hauteur au plus n−1
si et seulement s’il est ∇˜n-nilpotent.
Corollaire 15.3.4. — La conjecture 15.3.3 est e´quivalente a` la conjecture artinienne
extreˆmement forte.
De´monstration. — Cela provient de l’e´paisseur de N il∇˜n (cf. proposition 1.5.7), de
la non ∇˜n-nilpotence des foncteurs ωn(X) pour X ∈ ObFGr,n non nul (de´duite du
the´ore`me 15.3.1) et de la ∇˜n-nilpotence des foncteurs ωi(X) pour i < n et X ∈




Nous nous consacrons de´sormais aux applications des re´sultats du chapitre
pre´ce´dent a` la structure de la cate´gorie F . La premie`re d’entre elle, pre´sente´e dans la
section 16.1 (the´ore`me 16.1.13), a trait aux groupes de Grothendieck. Des cate´gories
de foncteurs, elle n’utilise les estimations de la section 15.2 que dans le cas des
foncteurs pseudo-constants (de´ja` traite´ dans [Pow98c]), et les proprie´te´s de base
des objets finis des cate´gories F et FGr. Un autre ingre´dient essentiel provient de la
the´orie des repre´sentations : la repre´sentation de Steinberg (modulaire) des groupes
line´aires occupe une place privile´gie´e (1), parce que les facteurs de composition du
foncteur de Powell qui lui est associe´ s’ave`rent bien plus faciles a` controˆler a` l’aide
des foncteurs ∇˜n que dans le cas ge´ne´ral. Outre cette observation assez directe, qui
repose uniquement sur le fait que la partition re´gulie`re associe´e a` la repre´sentation de
Steinberg a une longueur e´gale a` son premier terme, nous emploierons une proprie´te´
profonde de la classe de cette repre´sentation dans l’anneau de Grothendieck de
l’alge`bre du groupe line´aire, qui caracte´rise l’ide´al qu’elle engendre (cf. lemme 16.1.5,
duˆ a` Ballard et Lusztig).
Le reste de ce chapitre consiste en la de´monstration du the´ore`me de simplicite´
ge´ne´ralise´ (the´ore`me 16.2.7) et de ses conse´quences sur la conjecture artinienne
extreˆmement forte, notamment le the´ore`me 16.4.5, qui donne le caracte`re noethe´rien
de type 2 de P⊗2 ⊗ F , ou` F ∈ ObF est fini, et ou` l’on note P le projectif PF2 .
Graˆce aux pre´liminaires du chapitre 15, nous pourrons emprunter une voie tout-a`-fait
analogue a` celle du chapitre 14.
Outre qu’ils reposent sur l’emploi des foncteurs ω et ∇˜n, les deux volets principaux
de ce dernier chapitre se rejoignent dans l’observation suivante : la compre´hension fine
de la cate´gorie F ne´cessite un controˆle du comportement ge´ne´rique des repre´sentations
des groupes line´aires (ou syme´triques). L’application du the´ore`me de simplicite´
(1)Dans [Dja07], nous fournissons une contribution a` la conjecture artinienne qui met en e´vidence,
d’une autre fac¸on, l’importance de cette repre´sentation pour l’e´tude de la cate´gorie F .
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ge´ne´ralise´ a` la structure de P⊗2 ⊗ F (pour F fini) comme la proprie´te´ d’injectivite´
du morphisme induit par le foncteur ω : FGr → F entre groupes de Grothendieck
ne peuvent s’e´tablir par les seules me´thodes fonctorielles ; une partie du substrat
non formel sous-jacent a` la cate´gorie F re´side manifestement dans des proprie´te´s
intrinse`ques des groupes line´aires.
16.1. Le morphisme ω∗ : G
f
0 (FGr)→ Gtf0 (F)→ Ĝf0 (F)
On rappelle que les notations relatives aux groupes de Grothendieck sont donne´es
dans la section B.3, et que les notations lie´es aux partitions et facteurs de composition
ont e´te´ introduites dans la section 1.4.
Notation 16.1.1. — Nous de´signerons par Ĝf0 (F) le groupe abe´lien Zp produit de
copies de Z indexe´es par les partitions re´gulie`res.
Pour toute partition re´gulie`re λ, la fonction de multiplicite´ mλ : ObF tf → Z est
additive en ce sens que si 0 → A → B → C → 0 est une suite exacte courte de F ,
alors mλ(B) = mλ(A) +mλ(C). Elle induit donc un morphisme de groupes, encore
note´ mλ par abus, de G
tf
0 (F) vers Z.
Notation 16.1.2. — Nous noterons, dans cette section, jG : G
tf
0 (F) → Ĝf0 (F) le
morphisme de groupes dont les composantes sont donne´es par les mλ (λ ∈ p). Nous
l’appellerons morphisme canonique.
Remarque 16.1.3. — La compose´e Z[p] ' Gf0 (F) → Gtf0 (F)
jG−→ Ĝf0 (F) = Zp
(ou` le premier morphisme est induit par l’inclusion ObFf ↪→ ObF tf ) co¨ıncide avec
l’inclusion canonique. Via cette inclusion, on peut voir le groupe Ĝf0 (F) comme un
comple´te´ convenable de Gf0 (F).
Le foncteur ω : FGr → F est exact, respecte la structure tensorielle, en prenant
a` la source le produit tensoriel total ⊗˜ , et transforme un objet fini de FGr en un
objet de type fini de F . Par conse´quent, il induit un morphisme d’anneaux ω∗ :
Gf0 (FGr) → Gtf0 (F). Nous noterons encore, par abus, ω∗ : Gf0 (FGr) → Ĝf0 (F) le
morphisme de groupes compose´ du morphisme pre´ce´dent et du morphisme canonique
jG : G
tf
0 (F)→ Ĝf0 (F). Notre objectif consiste a` de´montrer que ce morphisme ω∗ est
injectif.
Cette section utilise lourdement certaines proprie´te´s de la repre´sentation de Stein-
berg de GLn. Avec nos conventions d’indexation des repre´sentations simples de GLn,
R<n> est la repre´sentation de Steinberg, ou` < n > de´signe la partition re´gulie`re (( tri-
angulaire )) (n, n− 1, . . . , 1) de n(n+ 1)/2. On pourra se reporter a` [Mit86] pour la
de´monstration de l’identite´ entre la de´finition fonctorielle R<n> et des approches plus
classiques de la repre´sentation de Steinberg.
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Le lecteur pourra e´galement consulter [Hum87] pour un survol des proprie´te´s de
cette repre´sentation.
La suite de cette section fait usage du symbole Qλ introduit dans la notation 2.3.13
pour de´signer les foncteurs de Powell, et du symbole λ+i (ou` λ est une partition)
introduit dans la notation 1.5.5.
Lemme 16.1.4. — Soient n > 0 et i ≥ 0 des entiers et λ une partition re´gulie`re
telle que λ1 = n. Si λ =< n >, alors m<n>+i(Qλ) = 1, sinon m<n>+i(Qλ) = 0.
De´monstration. — Notons fλ(i) = m<n>+i(Qλ). Le lemme de´coule des quatre points
suivants.
(1) La fonction fλ : N → N est de´croissante pour toute partition re´gulie`re λ telle
que λ1 = n.
(2) On a fλ(0) = 1 si λ =< n >, 0 sinon.
(3) Pour tout i ∈ N, m<n>+i(PEn) > 0.
(4) Pour tout i ∈ N, m<n>+i(PEn) est une combinaison line´aire des fλ(i), λ par-
courant les partitions re´gulie`res telles que λ1 = n.
On commence par remarquer que si µ est une partition re´gulie`re telle que µ1 < n,
alors le foncteur de Powell Qµ, qui est un quotient de P⊗µ1 , n’a pas de facteur de
composition Sν , si ν est une partition re´gulie`re de longueur n.
Comme le noyau de l’e´pimorphisme (corollaire 15.2.4) pin,ρn(Rλ) : ∇˜nQλ  Qλ de
la section 15.2 admet une filtration finie dont les quotients sont des foncteurs de ce
type (cf. proposition 15.2.6), on a fλ(i) = m<n>+i(∇˜nQλ). Mais m<n>+i(∇˜nQλ) ≥
m<n>+i+1(Qλ) par les propositions 1.5.6 et 1.5.3. 1, d’ou` le premier point.
Le second vient des e´galite´s
fλ(0) = dimhomF (Q<n>, Qλ) = dimhomGLn(R<n>, Rλ)
(cf. [Pow98c]).
Quant au troisie`me, c’est une conse´quence du the´ore`me 1.4.7.
Le dernier provient de ce que PEn ' $(P surjEn ) admet une filtration finie dont les
quotients sont des foncteurs de Powell Qµ avec µ1 ≤ n et de la remarque pre´ce´dente
sur les Qµ pour µ1 < n.
Lemme 16.1.5. — Pour tout n ∈ N, l’endomorphisme du groupe de Grothendieck
Gf0 (F2[GLn]Mod) induit par le produit tensoriel par la repre´sentation de Steinberg
R<n> est injectif.
De´monstration. — D’apre`s un the´ore`me de Ballard et Lusztig, l’ide´al de l’anneau
Gf0 (F2[GLn]Mod) engendre´ par R<n> est e´gal a` l’image canonique deK0(F2[GLn]Mod)
dans Gf0 (F2[GLn]Mod). Pour une de´monstration de ce re´sultat, voir [CR87], cha-
pitre 8, the´ore`me 72.10 (la proposition 9.3 de cet ouvrage montre que les groupes
line´aires sur F2 ve´rifient les hypothe`ses dudit the´ore`me). On en de´duit, par la the´orie
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ge´ne´rale des repre´sentations modulaires (cf. the´ore`me 21.22 de [CR90]), que le co-
noyau de l’endomorphisme de Gf0 (F2[GLn]Mod) induit par le produit tensoriel par
R<n> est fini. Comme G
f
0 (F2[GLn]Mod) est un Z-module libre de rang fini, cet endo-
morphisme est injectif.
Notation 16.1.6. — E´tant donne´s des entiers n, i et d, nous noterons
pn,i = {λ ∈ p |λn ≥ i},
pn,i,≤d = {λ ∈ pn,i | |λ| ≤ d},
p<i = {λ ∈ p |λ1 < i},




ou` l’on convient que λn = +∞ si n ≤ 0 et conside´rerons les quotients suivants du
groupe Ĝf0 (F) :
Ĝf0 (F)n,i = Zpn,i ,
Ĝf0 (F)n,i,≤d = Zpn,i,≤d .
On rappelle que si λ est une partition re´gulie`re, Iλ de´signe l’enveloppe injective de
l’objet simple Sλ de F .
Lemme 16.1.7. — Pour tout n ∈ N, le morphisme
α : Z[p<n+1]→ Gf0 (F2[GLn]Mod) [λ] 7→ [Iλ(En)]
a un conoyau fini.
De´monstration. — Notons M = (Mλ,µ)λ,µ∈p<n+1 la matrice de´finie par le fait que Iλ
posse`de une filtration finie dont les sous-quotients sont les duaux Jµ de Qµ, chacun
apparaissant avec la multiplicite´ Mλ,µ. L’analyse effectue´e dans le § 4 de l’article
[Pow98c] (ou` la matriceM est note´e (αλ,µ)) montre queM est une matrice inversible
sur Q, car il en est de meˆme pour les matrices de Cartan des groupes finis GLi.
Les colonnes de la matrice M−1 ont pour images par α⊗Q les images des Jλ(En)
(ou` λ ∈ p<n+1) dans Gf0 (F2[GLn]Mod) ⊗ Q. Comme Jλ(En) ' Rλ si λ1 = n, cela
montre que le morphisme α⊗Q est surjectif, d’ou` la conclusion.
Notation 16.1.8. — Dans la suite de cette section, si α est une partition re´gulie`re
telle que α1 = n, nous noterons PGLnα la couverture projective de Rα dans
F2[GLn]Mod.
Nous de´signerons par ∆µ, pour µ ∈ p, l’endofoncteur exact (· : Iµ) de F . C’est un
facteur direct de ∆En , ou` n = µ1.
Proposition 16.1.9. — Le morphisme
β : Gf0 (F2[GLn]Mod)→ Zp<n+1 [M ] 7→ (m<n>+i(∆µωnρn(M)))µ
est injectif.
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De´monstration. — Par les propositions 9.2.1 et 9.1.2, il existe un e´pimorphisme
∆µQλ  ωn(ρn(Rλ) : ιn(Iµ))
dont le noyau est l’image par ω≤n−1 d’un foncteur fini pseudo-constant de FGr,≤n−1
(cf. de´monstration de la proposition 15.1.5). On en de´duit (cf. de´monstration du
lemme 16.1.4) l’e´galite´
m<n>+i(∆µQλ) = m<n>+i(ωn(ρn(Rλ) : ιn(Iµ))).
On a (ρn(Rλ) : ιn(Iµ)) ' ρn(Rλ : Iµ(En)) par la proposition 9.2.2. Le lemme 16.1.4
donne alors
m<n>+i(∆µQλ) = mR<n>(Rλ ⊗ Iµ(En)∗).
On a donc, puisque F2 est un corps de de´composition de F2[GLn],
m<n>+i(∆µQλ) = dimhomGLn(R<n>, Rλ ⊗ Iµ(En)∗).
Le lemme 16.1.7 montre alors que le noyau du morphisme β est inclus dans le noyau
du morphisme
Gf0 (F2[GLn]Mod)→ Z dimhomGLn(R<n>, Rλ ⊗M∗)
pour tout GLn-module M .
Or on a
dimhomGLn(R<n>, Rλ ⊗ (PGLnµ )∗) = dimhomGLn(R<n> ⊗ PGLnµ , Rλ)
= dimhomGLn(P
GLn
µ , Rλ ⊗R<n>) = mRµ(Rλ ⊗R<n>) ,
ou` l’on a utilise´ l’auto-dualite´ et la projectivite´ de la repre´sentation de Steinberg (cf.
[Jan03], chapitre 10, (10.1) et (10.2)).
L’injectivite´ du morphisme β de´coule maintenant du lemme 16.1.5
Lemme 16.1.10. — Soient n et i deux entiers positifs. Il existe un entier d tel que
le morphisme de groupes
Gf0 (F2[GLn]Mod)
(ωnρn)∗−−−−−→ Gtf0 (F)









(somme dont seul un nombre fini des termes sont non nuls). Si λ ∈ p est telle que
λ ` ωnρn(M) et < n >+i ` ∆µSλ, on a l(λ) ≤ n parce que ωnρn(M) s’obtient par
extensions de quotients de PEn ; en appliquant (∇˜n)i a` la relation < n >+i ` ∆˜nSλ,
on obtient, compte-tenu des propositions 1.5.3 et 1.5.6, (∇˜n)iSλ 6= 0, puis λn ≥ i.
Par ailleurs, comme l(λ) = n, si ν ` ∆˜nSλ et l(ν) = n, alors |ν| ≥ |λ| − n2 graˆce a`
la proposition 4.3.1.2 de [Pow00b] et au the´ore`me 1.4.7, donc n(n+ 1)/2 + ni = | <
n >+i | ≥ |λ| − n2.
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ou` β est le morphisme de la proposition 16.1.9. L’injectivite´ de β donne´e par cette
proposition implique donc celle de γ.
Lemme 16.1.11. — Pour tous entiers n, i ≥ 0, le morphisme de groupes
Z[p≤nn,i ]⊗ Z[p<i] ↪→ Gf0 (F)⊗Gf0 (F)→ Gf0 (F) Z[pn,i]
compose´ de l’inclusion de´duite de l’isomorphisme Gf0 (F) ' Z[p], du produit de l’an-
neau Gf0 (F) et de la projection Gf0 (F) ' Z[p] Z[pn,i] de´duite de l’inclusion pn,i ↪→
p, est injectif.
De´monstration. — Si λ ∈ p≤nn,i et µ ∈ p<i, alors la partition (λ, µ) est re´gulie`re et
appartient a` pn,i. De plus, la fonction f : p
≤n
n,i × p<i → pn,i associant aux partitions
λ et µ la partition (λ, µ) est injective, ce qui permet d’identifier cette partition au
couple (λ, µ).
Soit a : p≤nn,i×p<i → N une bijection telle que a(α) < a(β) si |α| < |β| ou |α| = |β| et
α > β, et de´finissons une matrice (ui,j)(i,j)∈N2 par l’e´galite´ ua(λ,µ),a(ν) = mν(Sλ⊗Sµ) :
c’est la matrice dans la base canonique (indexe´e par a) du morphisme
Z[p≤nn,i × p<i] ' Z[p≤nn,i ]⊗ Z[p<i]→ Z[pn,i] Z[p≤nn,i × p<i]
ou` la fle`che centrale est celle de l’e´nonce´ et le dernier e´pimorphisme est induit par f .
Le the´ore`me 1.4.7 montre que la matrice (ui,j)(i,j)∈N2 est triangulaire, et la proposi-
tion 1.4.9 que ses coefficients diagonaux valent 1, ce qui ache`ve la de´monstration.
Lemme 16.1.12. — Soient n et i des entiers naturels. Le morphisme
Gf0 (FGr,n) ↪→ Gf0 (FGr) ω∗−−→ Ĝf0 (F) Ĝf0 (F)n,i
est injectif.
De´monstration. — Soient j ∈ N et G(j)n le sous-groupe de Gf0 (FGr,n) engendre´ par
les classes d’objets simples de degre´ au plus j ; nous noterons simplement G(j) pour
G(j)0. Comme G
f
0 (FGr,n) est la re´union croissante des sous-groupes G(j)n, il suffit
de montrer que la restriction a` G(j)n du morphisme de l’e´nonce´ est injective pour
tout j.
Le corollaire 5.5.11 montre que le foncteur ξn : F ⊗ F2[GLn]Mod → FGr,n induit
un isomorphisme
Gf0 (F2[GLn]Mod)⊗G(j) '−→ G(j)n.
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 // Ĝf0 (F)n,i
pour i > j et un entier d convenable, dans lequel :
– les fle`ches horizontales sont induites par le produit tensoriel — celle du bas
est injective par le lemme 16.1.11 ;
– les fle`ches verticales infe´rieures sont induites par les projections canoniques et
l’inclusion G(j) ⊂ Z[p<i] de´duite de l’ine´galite´ i > j (on note que Z[p≤nn,i,≤d] ⊗
Z[p<i] ' Zp
≤n
n,i,≤d ⊗ Zp<i par finitude des ensembles p≤nn,i,≤d et p<i) ;
– l’entier d est choisi, conforme´ment au lemme 16.1.10, pour que la compose´e
verticale de gauche soit injective.
La compose´eGf0 (F2[GLn]Mod)⊗G(j)→ Ĝf0 (F)n,i obtenue en suivant le diagramme
est donc injective (suivre la moitie´ gauche) ; elle s’identifie a` la restriction a` G(j)n du
morphisme de l’e´nonce´ (suivre la moitie´ droite). Celle-ci est donc injective si i > j,
donc pour tout i, ce qui ache`ve la de´monstration.
Nous pouvons de´sormais e´tablir le re´sultat principal de cette section.
The´ore`me 16.1.13. — Le morphisme de groupes ω∗ : G
f
0 (FGr)→ Ĝf0 (F) est injec-
tif.
De´monstration. — Il suffit d’e´tablir que pour tout n ∈ N, la compose´e
Gf0 (FGr,≤n) ↪→ Gf0 (FGr) ω∗−−→ Ĝf0 (F)
est injective, ou encore que pour tout n et tout j ∈ N, la restriction fn,j de ce mor-
phisme au sous-groupe G(j)≤n de G
f
0 (FGr,≤n) engendre´ par les classes de foncteurs
simples de degre´ au plus j est injective.
Pour i > j, la compose´e G(j)≤n−1 ↪→ Gf0 (FGr)→ Ĝf0 (F) Ĝf0 (F)n,i est nulle : si
λ ` P⊗k⊗F avec k < n et degF < i, alors λ /∈ pn,i). Le lemme pre´ce´dent permet d’en
de´duire que le noyau de fn,j est inclus dans G(j)≤n−1, d’ou` ker fn,j = ker fn−1,j . On
conclut par re´currence sur n.
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Corollaire 16.1.14. — (1) Le morphisme d’anneaux ω∗ : G
f
0 (FGr) → Gtf0 (F)
est injectif.
(2) Si la conjecture artinienne extreˆmement forte est ve´rifie´e, c’est un isomor-
phisme, et le morphisme de groupes jG : G
tf
0 (F)→ Ĝf0 (F) est injectif.
De´monstration. — Comme la conjecture artinienne extreˆmement forte implique que
le morphisme ω∗ : G
f
0 (FGr)→ Gtf0 (F) est surjectif, la conclusion de´coule du the´ore`me
pre´ce´dent.
16.2. The´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´
Le but de cette section est d’e´tablir le the´ore`me 16.2.7, qui constitue un succe´dane´
de la conjecture artinienne extreˆmement forte, ou` la filtration de Krull est remplace´e
par la filtration par ∇-nilpotence de F . Nous suivons la meˆme marche qu’a` la sec-
tion 14.1, ou` les assertions 3 et 4 du lemme 14.1.5 sont remplace´es par les corol-
laires 15.2.4 et 15.2.8 respectivement, et du corollaire 10.2.2. 1 par le the´ore`me 15.3.1.
Convention 16.2.1. — Dans toute cette section, on se donne un entier strictement
positif n.
On rappelle que le morphisme pin,X : ∇˜nωn(X) → ωn(X) a e´te´ de´fini dans la
section 15.2.
Notation 16.2.2. — Si k est un entier naturel et X un objet de FGr,n, nous
de´signerons par pikn,X : (∇˜n)kωn(X)→ ωn(X) le morphisme
pikn,X = pin,X ◦ ∇˜n pin,X ◦ · · · ◦ (∇˜n)k−1pin,X .
Afin de mener des estimations explicites a` l’aide de ces morphismes, nous identifions
le morphisme pin,X sur les objets graˆce au lemme suivant, qui emploie le morphisme
βn,X du diagramme (17) de la section 15.2.
Lemme 16.2.3. — Soit X ∈ ObFGr,n.
(1) Le morphisme βn,X : ∆Enωn(X) → ωn(X) est la compose´e de la projection
canonique ∆Enωn(X) ∇˜n ωn(X) et du morphisme pin,X : ∇˜n ωn(X)→ ωn(X).
(2) E´tant donne´s V ∈ Ob Ef et W ∈ Grn(V ), le morphisme
X(V ⊕ En,W ) ↪→ ωn(X)(V ⊕ En) = ∆Enωn(X)(V )
(βn,X)V−−−−−→ ωn(X)(V )
est nul si l’une des deux applications line´aires W ↪→ V ⊕En  En et W ↪→ V ⊕En 
V est de rang < n, et est induite par la projection V ⊕ En  V sinon.
De´monstration. — La ve´rification de la premie`re assertion est imme´diate. La seconde
re´sulte des observations suivantes, ou` l’on note X˜ le prolongement par ze´ro a` FGr
de X :
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(1) le morphisme βn,X s’obtient en prenant la restriction a` FGr,n du morphisme
(X˜ : ιn(IEn)) → (X˜ : IGr(En,En)) → X˜ induit par le diagramme (12) de la proposi-
tion 15.1.7 puis en appliquant le foncteur ωn ;
(2) par la proposition 9.2.3, e´value´ sur un objet (V,B) de EfGr, le morphisme (X˜ :
ιn(IEn))→ (X˜ : IGr(En,En)) est donne´ par la projection⊕
W∈Gr(V⊕En)
im (W↪→V⊕EnV )=B





X˜(V ⊕ En,W );





X˜(V ⊕ En,W )→ X˜(V,B)
dont chaque composante est induite par la projection V ⊕En  V . Cela provient du
corollaire 5.2.10 et du lemme de Yoneda.
Lemme 16.2.4. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, X un objet de
FGr,n, H un sous-espace vectoriel de dimension n de V ∗ et x un e´le´ment de ωn(X)(V ).
Notons ax : PV → ωn(X) le morphisme de F repre´sente´ par x, et sH =
∑
h∈H [h] ∈
knP (V ∗) ⊂ F2[V ∗].
Le morphisme
PV
t7→sH⊗t−−−−−→ knP (V ∗)⊗ PV ' ∇˜n PV ∇˜n(ax)−−−−−→ ∇˜n ωn(X) pin,X−−−→ ωn(X)
repre´sente l’e´le´ment ΠωX,V,H(x) de ωn(X)(V ), ou` Π
ω
X,V,H de´signe la projection de
ωn(X)(V ) sur les facteurs directs X(V,W ), ou`W ∈ Grn(V ) est tel que H∩W⊥ = {0}.
















// ∇˜n ωn(X) pin,X // ωn(X)
commute, ou` :
– {l1, . . . , ln} de´signe une base de H (on a note´ (l1, . . . , ln) l’e´le´ment de
homE(V,En) dont les composantes sont les li) ;
– l’on a identifie´ ∆EnPV a` F2[homE(V,En)]⊗PV (et ∇˜n PV a` knP (V ∗)⊗PV ) ;
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L’e´le´ment [(l1, . . . , ln)]⊗ [idV ] de ∆EnPV (V ) s’envoie par ∆Enax sur l’e´le´ment de
∆Enωn(X)(V ) = ωn(X)(V ⊕En) image par f = (idV , l1, . . . , ln) : V → V ⊕En de x.
Soit W ∈ Grn(V ). Le lemme 16.2.3 montre que la compose´e
X(V,W ) ↪→ ωn(X)(V ) f∗−→ ωn(X)(V ⊕ En) βn,X−−−→ ωn(X)(V )
est nulle si la projection de f(W ) sur En en est un sous-espace strict, condition
e´quivalente a` la non-inversibilite´ de la restriction a` W de (l1, . . . , ln), ou encore a`
H ∩ W⊥ 6= {0}, et que sinon elle est e´gale a` l’inclusion X(V,W ) ↪→ ωn(X)(V ),
puisque la compose´e de f : V → V ⊕ En et de la projection V ⊕ En  V est
l’identite´. Cela e´tablit le lemme.
Notation 16.2.5. — Dans cette section, si V est un espace vectoriel de dimension
finie, W un sous-espace de dimension n de V et H un sous-espace de dimension n de
V ∗, nous noterons < H,W > l’e´le´ment de F2 e´gal a` 1 si H ∩W⊥ = {0}, 0 sinon.
Autrement dit, si (w1, . . . , wn) (resp. (l1, . . . , ln)) est une base de W (resp. H), on a
< H,W >= det(li(wj)).
La proprie´te´ de stabilisation suivante, qui fournit la partie (( concre`te )) de la
de´monstration du the´ore`me 16.2.7, ge´ne´ralise la proposition 14.1.6.
Proposition 16.2.6. — Soient X un objet de FGr,n et F un sous-objet de ωn(X).
Pour tout entier k ≥ 0, on note Ck = pikn,X((∇˜n)kF ).
(1) La suite (Ck)k>0 de sous-objets de ωn(X) est croissante ; nous noterons C∞
sa re´union. Si X est un objet noethe´rien de FGr,n, cette suite stationne.
(2) Pour tout k ≥ 0, le foncteur Ck est engendre´ par les e´le´ments du type
(< H1,W > · · · < Hk,W > xW )W∈Grn(V ) ∈ ωn(X)(V ),
ou` V parcourt les espaces vectoriels de dimension finie, x = (xW )W∈Grn(V ) les
e´le´ments de F (V ) et (H1, . . . ,Hk) les k-uplets d’e´le´ments de Grn(V ∗).
(3) Le foncteur C∞ est le plus petit sous-G¯(n)-comodule de ωn(X) contenant F .
Si F est lui-meˆme un sous-G¯(n)-comodule de ωn(X), on a Ck = F pour tout k ≥ 0.
(4) Si X est localement fini, alors hom (C∞/F, ωn(T )) = 0 pour tout objet T
de FGr,n.
De´monstration. — Le lemme 16.2.4 et la pre´servation des e´pimorphismes par le fonc-
teur ∇˜n montrent le second point pour k = 1. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit aussitoˆt par
re´currence.
On en de´duit que la suite (Ck)k>0 est croissante. Si W est un sous-espace de
dimension n d’un espace vectoriel de dimension finie V , soient H1, . . . ,Hk les e´le´ments
de Grn(V ∗) tels que < Hi,W >= 1. Alors la fonction < H1, · > · · · < Hk, · > :
Grn(V )→ F2 est e´gale a` l’indicatrice de {W}. Si l’on note F gr(V ) le plus petit sous-
espace vectoriel Grn(V )-gradue´ de ωn(X)(V ) contenant F (V ), ce qui pre´ce`de montre
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que C∞ est le plus petit sous-foncteur de ωn(X) tel que F gr(V ) ⊂ C∞(V ) pour tout
V ∈ Ob Ef ; en particulier, C∞ ⊃ F .
Soit Y le plus petit sous-objet de X tel que Y (V,W ) contienne les composantes
dans X(V,W ) des e´le´ments de F (V ) ⊂ ωn(X)(V ). La proposition 5.1.7 montre d’une
part que ωn(Y ) est le plus petit sous-G¯(n)-comodule de ωn(X) contenant F . Le
paragraphe pre´ce´dent montre d’autre part que C∞ = ωn(Y ), d’ou` le troisie`me point.
Soit f : C∞/F → ωn(T ) un morphisme de F . Si X est localement fini, il en est de
meˆme pour Y , donc le corollaire 10.2.2 montre que la compose´e g : ωn(Y ) = C∞ 
C∞/F
f−→ ωn(T ) est induite par un morphisme u : Y → T de FGr,n. Comme la
compose´e F ↪→ ωn(Y ) g−→ ωn(T ) est nulle, F est inclus dans ωn(ker u). D’apre`s le
troisie`me point, on en de´duit ker u = Y , puis f = 0, d’ou` la dernie`re assertion.
Par ailleurs, si X est noethe´rien, alors Y est de type fini, donc C∞ = ωn(Y )
est de type fini. Cela montre que la suite (Ck)k>0 est stationnaire, et ache`ve la
de´monstration.
On rappelle que la notation F lfGr,n utilise´e dans le the´ore`me fondamental suivant
de´signe la sous-cate´gorie localisante des objets localement finis de FGr,n.
The´ore`me 16.2.7 (The´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´)
Le foncteur ωn : FGr,n → F induit une e´quivalence entre la cate´gorie F lfGr,n et une
sous–cate´gorie localisante de N il∇˜n+1/N il∇˜n . En particulier, il envoie un foncteur
simple de FGr,n sur un objet simple de F/N il∇˜n .
De´monstration. — Afin de simplifier les notations, nous utiliserons le foncteur suivant
ωn : F lfGr,n ↪→ FGr,n
ωn−−→ F  F/N il∇˜n
dans cette de´monstration.
La proposition 15.2.1 montre que la restriction a` F lfGr,n du foncteur ωn est bien a`
valeurs dans N il∇˜n+1 . Le corollaire 10.2.2 et le the´ore`me 15.3.1 entraˆınent la pleine
fide´lite´ de ωn et la stabilite´ par extensions de son image. Notons Cn l’image de la
restriction de ce foncteur aux objets finis de FGr,n : comme ωn commute aux colimites,
il suffit d’e´tablir qu’un sous-objet d’un objet de Cn est isomorphe a` un objet de Cn.
On proce`de par re´currence sur le degre´ polynomial. On se donne donc un objet fini
X de FGr,n de degre´ d ≥ 0 et l’on suppose que l’hypothe`se suivante est satisfaite.
Hypothe`se 16.2.8 (Hypothe`se de re´currence). — L’image par le foncteur ωn
de la sous-cate´gorie (FfGr,n)d−1 des foncteurs de degre´ < d de FfGr,n est une sous-
cate´gorie e´paisse de F/N il∇˜n .
Notation 16.2.9. — Dans cette section, nous noterons An,d cette sous-cate´gorie
e´paisse, et Qn,d la cate´gorie quotient de F/N il∇˜n par An,d. Nous noterons e´galement
Xn la sous-cate´gorie pleine des objets A de F tels que hom (A,ωn(T )) = 0 pour tout
objet T de FGr,n.
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Lemme 16.2.10. — (1) Si F est un objet de F tel que ∇˜n(F ) appartienne a`
N il∇˜n , alors F appartient a` N il∇˜n .
(2) La sous-cate´gorie Xn de F est stable par le foncteur ∇˜n.
(3) Un objet de Xn dont l’image dans F/N il∇˜n appartient a` An,d est objet de
N il∇˜n .
(4) Pour tout entier k > 0, le morphisme pikn,X induit un isomorphisme dans la
cate´gorie Qn,d.
De´monstration du lemme. — Soit F est un objet de F tel que ∇˜nF appartienne a`
N il∇˜n . Si F est de type fini, ∇˜nF est aussi de type fini (car c’est un quotient de ∆nF ),
donc ∇˜n-nilpotent puisqu’objet de N il∇˜n . Par conse´quent, F est ∇˜n-nilpotent. Dans
le cas ge´ne´ral, on montre que F est objet de N il∇˜n en e´crivant F comme colimite de
ses sous-objets de type fini.
Pour le deuxie`me point, on remarque que la sous-cate´gorie Xn est stable
par quotient et pre´serve´e par le foncteur ∆En , en raison de l’isomorphisme
homF (∆EnA,ωn(T )) ' homF (A,ωn(T ⊗ ιn(IEn))).
Le troisie`me point re´sulte de la de´finition de la sous-cate´gorie An,d.
La proposition 15.2.8 montre que le noyau de l’e´pimorphisme pin,X (corol-
laire 15.2.4) appartient a` An,d (on rappelle que X est de degre´ d). Pour en de´duire,
par re´currence sur k, la dernie`re assertion, il suffit de noter que l’image par le fonc-
teur ∇˜n d’un morphisme f de F qui induit un isomorphisme dans F/N il∇˜n ve´rifie
encore la meˆme proprie´te´. Ce re´sultat s’obtient en notant que les endofoncteurs
exacts ∆ et ∆n de F pre´servent N il∇˜n (par la dernie`re assertion de la proposi-
tion 1.5.3), de sorte que ker (∆f) ' ∆(ker f), dont ker ∇˜n(f) est un sous-objet,
et coker (∆nf) ' ∆n(coker f), dont coker ∇˜n(f) est un quotient, sont objets de
N il∇˜n .
Fin de la de´monstration du the´ore`me 16.2.7. — Soit F un sous-objet de ωn(X) ;
on conserve les notations de la proposition 16.2.6, et l’on se donne k ∈ N∗ tel que
C∞ = Ck (qui est donc de la forme ωn(Y ) pour un sous-objet Y de X). Alors (∇˜n)kF
et (∇˜n)kC∞ ont la meˆme image C∞ par pikX , qui induit un isomorphisme dans Qn,d
(dernie`re assertion du lemme 16.2.10), donc l’inclusion (∇˜n)kF ↪→ (∇˜n)kC∞ induit
un isomorphisme dans Qn,d. Ainsi, l’image dans F/N il∇˜n de (∇˜n)kC∞/(∇˜n)kF
est objet de An,d. Il en est de meˆme pour (∇˜n)k(C∞/F ), qui est un quotient
de (∇˜n)kC∞/(∇˜n)kF (parce que ∇˜n pre´serve injections et surjections). Mais
(∇˜n)k(C∞/F ) est aussi un objet de Xn par la dernie`re assertion de la proposition
16.2.6 et la deuxie`me assertion du lemme 16.2.10. Il montre alors que (∇˜n)k(C∞/F )
appartient a` N il∇˜n (troisie`me assertion), donc aussi C∞/F (premie`re assertion).
Cela ache`ve la de´monstration.
On de´montre de manie`re similaire la variante suivante du the´ore`me 16.2.7 :
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The´ore`me 16.2.11. — Le foncteur ωn induit une e´quivalence entre la sous-
cate´gorie pleine des objets finis de FGr,n et une sous-cate´gorie e´paisse de N il∇˜n+1/N il∇˜n .
Remarque 16.2.12. — L’une des conse´quences principales de ce the´ore`me est le
fait que l’image d’un G¯(n)-comodule simple dans la cate´gorie quotient F/N il∇˜n est
simple. Pour un G¯(n)-comodule simple associe´ a` un objet simple pseudo-constant de
FGr,n (i.e. pour un foncteur de Powell), ce re´sultat est duˆ a` Powell (cf. [Pow98c],
the´ore`me 6.0.1, et son corollaire, la proposition 6.1.1), qui l’a nomme´ the´ore`me de
simplicite´. Cela justifie la terminologie employe´e.
La de´monstration du the´ore`me 16.2.7 repose exactement sur le meˆme principe que
le the´ore`me de simplicite´ de Powell, a` savoir la conside´ration explicite d’e´le´ments dans
les foncteurs, rendue raisonnable par le calcul aise´ du foncteur ∇˜n sur les projectifs
standard, adapte´ aux cate´gories de foncteurs en grassmanniennes par les re´sultats
pre´liminaires de la section 15.2.
Le the´ore`me 16.2.7 (ou 16.2.11) est un re´sultat global sur la structure de la
cate´gorie F (il donne des informations sur tous ses objets de type fini) ; comme le
the´ore`me 14.1.1, qui en constitue le cas particulier n = 1, il n’utilise pas la the´orie
des repre´sentations line´aires (la ge´ne´ralisation a` tous les G¯(n)-comodules simples du
the´ore`me de simplicite´ de Powell fait disparaˆıtre les quelques conside´rations explicites
sur les repre´sentations de GLn utilise´es dans [Pow98c]).
Remarque 16.2.13. — On peut ge´ne´raliser le the´ore`me 16.2.7 a` un corps fini quel-
conque, mais il convient de remplacer les foncteurs ∇˜n par ∇˜(q−1)n, ou` q de´signe le
cardinal du corps conside´re´. D’autres variantes sont possibles, en utilisant e´galement
la de´composition scalaire (cf. section 14.2, pour le cas n = 1).
16.3. Foncteurs ∇˜n-adapte´s
Convention 16.3.1. — Comme dans la section pre´ce´dente, n de´signe un entier
strictement positif.
La notion de foncteur ∇˜n-adapte´ que nous introduisons ci-dessous est destine´e
a` faciliter certains raisonnements de re´currence pour progresser dans l’e´tude de la
conjecture artinienne extreˆmement forte.
De´finition 16.3.2. — Soit F un objet de F . On dit que F est un foncteur ∇˜n-
adapte´ si tout quotient ∇˜n-nilpotent de F est induit de hauteur strictement infe´rieure
a` n (cf. section 12.1).
Le the´ore`me de simplicite´ ge´ne´ralise´ montre que la conjecture artinienne
extreˆmement forte e´quivaut a` dire que tout foncteur de type fini est ∇˜i-adapte´
pour tout entier i > 0.
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La de´finition 16.3.2 est tre`s difficile a` ve´rifier si l’on ignore si un quotient d’un
foncteur induit de hauteur strictement infe´rieure a` n est encore induit de hauteur
strictement infe´rieure a` n : elle est maniable lorsque l’hypothe`se suivante est satisfaite
(le but e´tant de de´montrer l’e´paisseur de Fω−cons(n)).
Hypothe`se 16.3.3. — La sous-cate´gorie Fω−cons(i) de F est e´paisse pour i < n.
Proposition 16.3.4. — Soient A ∈ ObF et F un objet fini de F . On suppose que
l’hypothe`se 16.3.3 est satisfaite.
(1) Si A est un foncteur ∇˜n-adapte´, il en est de meˆme pour tous ses quotients.
(2) Si A est un foncteur ∇˜n-adapte´, alors A⊗ F est ∇˜n-adapte´.
(3) Si A est ∇˜n-adapte´, alors (A : F ) est ∇˜n-adapte´.
De´monstration. — Le premier point est formel.
Pour le second, conside´rons un e´pimorphisme f : A⊗F  Q, ou`Q est ∇˜n-nilpotent.
Soit g : A → HomF (F,Q) le morphisme adjoint a` f . Comme F est quotient d’une
somme directe finie de projectifs standard, HomF (F,Q) est un sous-foncteur d’une
somme directe finie de ∆VQ, il est donc ∇˜n-nilpotent par la proposition 1.5.3. 2. Par
conse´quent, im g est un quotient ∇˜n-nilpotent de A, c’est donc, par hypothe`se, un
foncteur induit de hauteur strictement infe´rieure a` n. Il en est de meˆme pour im g⊗F ,










HomF (F,Q)⊗ F // Q
(dont la fle`che horizontale est la cou¨nite´ de l’adjonction) montre que Q est un quo-
tient de im g ⊗ F ; Q est donc objet de Fω−cons(n−1) graˆce a` ce qui pre´ce`de et a`
l’hypothe`se 16.3.3.
Le troisie`me point s’e´tablit par un argument d’adjonction analogue, graˆce aux deux
remarques suivantes.
(1) Le foncteur · ⊗ F pre´serve N il∇˜n , par la proposition 1.5.9.
(2) Le foncteur de division par F pre´serve Fω−cons(n−1). En effet, comme F est
de co-type fini, ce foncteur est un quotient d’une somme directe finie de foncteurs
de de´calage, et la sous-cate´gorie Fω−cons(n−1) de F est stable par les foncteurs de
de´calage (cf. proposition 12.1.4).
Avant d’appliquer cette proprie´te´ a` la proposition 16.3.6, nous mentionnons un
lemme e´le´mentaire qui se de´duit des re´sultats de [Kuh94b], § 4.
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Lemme 16.3.5. — Soit M un GLn-module fini. Il existe un foncteur fini F de F
tel que F (En) est isomorphe a` M comme GLn-module.
La proposition suivante permet de re´duire les ve´rifications ne´cessaires pour
de´montrer que Fω−cons(n) est e´paisse.
Proposition 16.3.6. — Soit λ une partition re´gulie`re telle que λ1 = n. On suppose
l’hypothe`se 16.3.3 ve´rifie´e. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
(1) La sous-cate´gorie Fω−cons(n) de F est e´paisse.
(2) Pour tout objet fini X de FGr,n, le foncteur ωn(X) est ∇˜n-adapte´.
(3) Pour tout objet simple S de FGr,n, le foncteur ωn(S) est ∇˜n-adapte´.
(4) Le foncteur de Powell Qλ est ∇˜n-adapte´.
Lorsqu’elles sont ve´rifie´es, pour tout foncteur fini (resp. simple) X de FGr,k, ou`
k ≤ n, le foncteur ωk(X) est noethe´rien (resp. simple noethe´rien) de type k.
De´monstration. — Supposons l’assertion 4 ve´rifie´e. On commence par montrer que
pour tout GLn-module simple S, le foncteur de Powell ωnρn(S) est ∇˜n-adapte´. Pour
cela, on se donne, conforme´ment au lemme 16.3.5, un foncteur fini F de F tel que
le GLn-module F (En) est isomorphe a` F2[GLn]. Le foncteur ωn(ρn(Rλ) : ιn(F )) est
∇˜n-adapte´, car c’est un quotient, par la proposition 9.1.2, de
ω≤n(Pn,≤n ρn(Rλ) : ι≤n(F )) ' (ωnρn(Rλ) : F ) = (Qλ : F )
(cet isomorphisme venant de la proposition 9.2.1), de sorte que la proposition 16.3.4
prouve ce premier point.
Par ailleurs, (ρn(Rλ) : ιn(F )) ' ρn(Rλ : F2[GLn]) par la proposition 9.2.2, et
(Rλ : F2[GLn]) ' Rλ ⊗ F2[GLn] ' F2[GLn]⊕i,
ou` i = dimF2 Rλ ∈ N∗. Par conse´quent, tout GLn-module simple S est quotient de
(Rλ : F2[GLn]), donc le quotient ωnρn(S) de ωn(ρn(Rλ) : ιn(F )) est ∇˜n-adapte´.
Si X est un objet simple de FGr,n, il existe un GLn-module simple S et un objet
simple F de F tels que X ' κn(F ) ⊗ ρn(S) (proposition 5.4.13), donc ωn(X) est
quotient de ωn(ιn(F )⊗ρn(S)) ' ωnρn(S)⊗F . La proposition 16.3.4 montre a` nouveau
que ce foncteur est ∇˜n-adapte´.
On a ainsi de´montre´ que 4 implique 3.
Si l’assertion 3 est ve´rifie´e, le the´ore`me 16.2.7 prouve que tout sous-quotient de
ωn(S), ou` S est un objet simple de FGr,n, est objet de Fω−cons(n). Comme la sous-
cate´gorie pleine A des objets de F dont tous les sous-quotients sont dans Fω−cons(n)
ve´rifie l’hypothe`se que pour toute suite exacte courte 0 → A → B → C → 0 de F ,
si deux des objets A,B,C appartiennent a` A, il en est de meˆme du troisie`me, on en
de´duit l’assertion 1.
Il est clair que 2 entraˆıne 4.
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Si l’assertion 1 est ve´rifie´e, le foncteur ωn induit une e´quivalence entre les cate´gories
FfGr,n et Fω−cons(n)/Fω−cons(n−1), donc l’assertion 2 est satisfaite.
Ainsi, les assertions de l’e´nonce´ sont e´quivalentes.
La fin de la proposition de´coule de la proposition 12.2.4.
16.4. Structure de P⊗2 ⊗ F pour un foncteur fini F
Dans l’article [Pow98a] (proposition 7.4) est e´tabli le re´sultat suivant (2).
Proposition 16.4.1 (Powell). — Soit F un foncteur de type fini de F tel que
∇˜2(F ) = 0 et que homF (F, P¯ ) = 0. Alors F est un foncteur fini.
En e´tudiant une filtration explicite du foncteur G¯(2) construite a` partir de la filtra-
tion co-polynomiale de P¯ , [Pow98a] de´duit de la proposition pre´ce´dente le corollaire
suivant (c’est sa proposition 7.5).
Corollaire 16.4.2 (Powell). — Le foncteur G¯(2) est ∇˜2-adapte´.
Nous aurons e´galement besoin de la conse´quence facile suivante de la proposi-
tion 16.4.1 (qui est implicite dans [Pow98a]).
Corollaire 16.4.3. — Si F est un foncteur de type fini de F tel que ∇˜2(F ) = 0,
alors F est induit de hauteur au plus 1. Plus pre´cise´ment, F est isomorphe dans
F/Ff a` une somme directe finie de copies de P¯ .
De´monstration. — Comme F est de type fini, l’ensemble homF (F, P¯ ) est fini. Soient
N et C le noyau et le conoyau, respectivement, du morphisme canonique F →
P¯ homF (F,P¯ ). Alors C est fini (car homF (C, P¯ ) = 0) ; comme P¯ est Ff -parfait, on
en de´duit homF (N, P¯ ) = 0. Mais ∇˜2(N) = 0, car N est un sous-foncteur de F , donc
N est fini par la proposition 16.4.1, d’ou` le corollaire.
Remarque 16.4.4. — La de´monstration de la proposition 16.4.1 repose sur des
conside´rations explicites issues de la the´orie des repre´sentations — essentiellement,
Powell s’appuie sur le fait qu’il existe peu d’extensions non triviales entre les puis-
sances exte´rieures (cf. [Fra96], proposition 2.3.1), qui sont les seuls foncteurs simples
de F annihile´s par ∇˜2. Malheureusement, la complexite´ des proble`mes pose´s par la
ge´ne´ralisation de cette approche aux foncteurs ∇˜n croˆıt tre`s rapidement avec n.
Du reste, la seule obstruction se´rieuse a` la ge´ne´ralisation des re´sultats pre´sente´s
dans cette section se trouve concentre´e a` la proposition 16.4.1.
La satisfaction de l’hypothe`se 16.3.3 de la section pre´ce´dente pour n = 2 (corol-
laire 14.1.2) et le corollaire 16.4.2 permettent de de´duire de la proposition 16.3.6 le
(2)On rappelle que l’on travaille avec des conventions duales de celles de Powell.
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the´ore`me suivant, qui constitue le re´sultat (( concret )) le plus important de cette
partie.
The´ore`me 16.4.5. — (1) La sous-cate´gorie Fω−cons(2) de F est e´paisse.
(2) Tout G¯(2)-comodule fide`le fini (resp. simple) est noethe´rien (resp. simple
noethe´rien) de type 2.
(3) En particulier, pour tout objet fini F de F , le foncteur P⊗2⊗F est noethe´rien.
Dans le cas ou` F est constant, ce the´ore`me est duˆ a` Powell (cf. [Pow98a]) ; nous
avons traite´ le cas ou` F est une puissance exte´rieure par d’autres me´thodes dans
[Dja06c].
Le the´ore`me 16.4.5 a e´te´ depuis surpasse´ par le travail [Dja07], dans lequel l’auteur
utilise une analyse approfondie de foncteurs de division pour de´crire les foncteurs de
type fini ∇˜3-nilpotents (modulo les foncteurs ∇˜2-nilpotents).
Nous pouvons maintenant pre´ciser le corollaire 16.4.3 en montrant que la conjec-
ture 15.3.3 est ve´rifie´e pour n = 2.
Proposition 16.4.6. — Tout foncteur ∇˜2-nilpotent et de type fini F est induit de
hauteur au plus 1.
De´monstration. — On e´tablit la proposition par re´currence sur l’indice de ∇˜2-
nilpotence i de F . On suppose donc la proprie´te´ ve´rifie´e pour tous les foncteurs de
type fini annihile´s par (∇˜2)i−1.
Il existe une suite exacte
P¯ ⊗ ∇˜2(F )→ F → Q→ 0
ou` ∇˜2(Q) = 0 (cf. [Pow98b], § 5). Comme Q est de type fini, on en de´duit que Q est
induit de hauteur au plus 1 par le corollaire 16.4.3. Le foncteur de type fini ∇˜2(F )
e´tant annule´ par (∇˜2)i−1, l’hypothe`se de re´currence montre qu’il est e´galement induit
de hauteur au plus 1, donc P¯ ⊗∇˜2(F ), puis F , sont induits de hauteur au plus 2 (par
la proposition 12.1.4 et le the´ore`me 16.4.5). En conse´quence, comme le foncteur ω2
induit une e´quivalence entre les cate´gories FfGr,2 et Fω−cons(2)/Fω−cons(1), il existe
une suite exacte
0→ A→ F → ω2(X)→ B → 0
avec X ∈ ObFfGr,2 et A,B ∈ ObFω−cons(1). Vu que la sous-cate´gorie N il∇˜2 de F
est e´paisse (proposition 1.5.7) et que A, B et F sont ∇˜2-nilpotents, cela entraˆıne que
ω2(X) est ∇˜2-nilpotent, donc que X = 0 par la proposition 15.3.1.





La proprie´te´ imme´diate suivante est d’un usage tre`s courant dans les cate´gories de
foncteurs.
Proposition A.1.1. — Supposons que A et B sont deux cate´gories abe´liennes
posse´dant suffisamment d’objets injectifs. Si F : B → A et G : A → B sont des
foncteurs exacts tels que F est adjoint a` droite a` G, alors l’isomorphisme naturel
homA(X,F (Y )) ' homB(G(X), Y ) s’e´tend en un isomorphisme naturel gradue´
Ext∗A(X,F (Y )) ' Ext∗B(G(X), Y ).
Nous utiliserons parfois cette proposition via le corollaire suivant.
Corollaire A.1.2. — Supposons que :
(1) A et B sont deux cate´gories abe´liennes, A posse´dant assez d’injectifs ;
(2) F et G sont deux endofoncteurs exacts de A, avec G adjoint a` gauche a` F ;
(3) H : B → A est un foncteur exact ;
(4) K est un endofonteur de B tel que F ◦H ' H ◦K ;
(5) il existe une transformation naturelle injective j : idB ↪→ K.
Soient X un objet de A tel qu’il existe n ∈ N tel que Gn(X) = 0 et Y un objet
de B. On a Ext∗A(X,H(Y )) = 0.
De´monstration. — Quitte a` remplacer F par Fn, G par Gn et K par Kn, on peut
supposer n = 1.
Pour tout objet Y de B, on a une suite exacte naturelle
0→ Y f1−→ K(Y1) f2−→ K(Y2) f3−→ . . . fn−→ K(Yn) fn+1−−−→ · · ·
ou` Y1 = Y et f1 = jY , et pour n > 1, Yn = coker fn−1 et fn est la compose´e
K(Yn−1)  Yn
jYn−−→ K(Yn). En appliquant le foncteur exact H a` cette suite exacte
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et en utilisant l’isomorphisme F ◦H ' H ◦K, on en de´duit une re´solution de H(Y )
par les objets F (H(Yi)). Comme Ext∗A(X,F (A)) = 0 pour tout A ∈ ObA par la
proposition A.1.1, cela donne la conclusion.
A.2. Monades et comonades
Pour les de´monstrations des proprie´te´s rappele´es ci-dessous, nous renvoyons
a` [ML71], chapitre VI.
De´finition A.2.1. — Soit C une cate´gorie.
(1) Une monade sur C est un triplet (T, η, µ) forme´ d’un endofoncteur T de C et de
transformations naturelles η : idC → T et µ : T 2 → T telles que µ◦ηT = idT = µ◦T (η)
et µ ◦ T (µ) = µ ◦ µT . La transformation naturelle µ est appele´e multiplication de la
monade.
(2) Une comonade sur C est une monade sur Cop, i.e. un triplet (T, γ, δ) forme´ d’un
endofoncteur T de C et de transformations naturelles γ : T → idC et δ : T → T 2 telles
que γT ◦ δ = idT = T (γ) ◦ δ et δT ◦ δ = T (δ) ◦ δ.
Convention A.2.2. — Dans la suite de cet appendice, nous conside´rons des
cate´gories A et B et des foncteurs F : B → A et G : A → B tels que F est adjoint a`
droite a` G.
Proposition A.2.3. — L’adjonction entre F et G de´termine :
(1) une monade (FG, η, F (γG)) sur A ;
(2) une comonade (GF, γ,G(ηF )) sur B.
De´finition A.2.4. — (1) Soit (T, η, µ) une monade sur une cate´gorie C. Un mo-
dule sur cette monade est la donne´e d’un objetX de C et d’un morphismem : T (X)→
X tel que m ◦ ηX = idX et m ◦ T (m) = m ◦ µX : T 2(X)→ X.
(2) Soit (T, γ, δ) une comonade sur une cate´gorie C. Un comodule sur cette como-
nade est un module sur la monade de Cop associe´e, i.e. un objet X de C muni d’un
morphisme c : X → T (X) tel que γX ◦ c = idX et T (c) ◦ c = δX ◦ c : X → T 2(X).
On de´finit de fac¸on e´vidente la notion de morphisme de modules sur une monade,
ou de comodules sur une comonade. On prendra garde au fait que nous nommons
module (resp. comodule) ce que Mac Lane appelle alge`bre (resp. coalge`bre).
Proposition A.2.5. — Il existe un foncteur de A vers la cate´gorie des comodules
sur la comonade (GF, γ,G(ηF )) ; il s’obtient sur les objets en munissant G(X) (ou`
X ∈ ObA) de la structure de comodule donne´e par le morphisme G(ηX) : G(X) →
GFG(X).
A.2. MONADES ET COMONADES 183
Cette proposition posse`de une variante duale en terme de monade.
Le re´sultat suivant, qui se de´duit de [ML71], chapitre VI, § 7, the´ore`me 1, est un
cas particulier du the´ore`me de Beck.
Proposition A.2.6. — Faisons les hypothe`ses suivantes :
(1) les cate´gories A et B sont abe´liennes ;
(2) le foncteur G est exact et fide`le.
Alors le foncteur de la proposition pre´ce´dente de A vers la cate´gorie des comodules
sur la comonade de´termine´e par l’adjonction entre F et G est une e´quivalence de
cate´gories.
Dualement, on a le re´sultat suivant.
Proposition A.2.7. — Faisons les hypothe`ses suivantes :
(1) les cate´gories A et B sont abe´liennes ;
(2) le foncteur F est exact et fide`le.
Alors la cate´gorie B est e´quivalente a` la cate´gorie des modules sur la monade
de´termine´e par l’adjonction entre F et G.

APPENDICE B
PROPRIE´TE´S DE FINITUDE DANS LES CATE´GORIES
ABE´LIENNES
Cet appendice donne les de´finitions, notations et proprie´te´s relatives aux notions
de finitude utilise´es dans cet article. La plupart des ces notions se trouvent dans
[Pop73], [Gab62] ou [CR90] ; d’autres re´fe´rences et les de´monstrations sont donne´es
dans [Dja06d].
Convention B.0.1. — Dans cet appendice, A de´signe une cate´gorie de Grothen-
dieck.
On rappelle que, par de´finition, une cate´gorie de Grothendieck est une cate´gorie
abe´lienne posse´dant des colimites, un ensemble de ge´ne´rateurs et dans laquelle les
colimites filtrantes sont exactes. Une telle cate´gorie posse`de toujours des limites, des
enveloppes injectives et un coge´ne´rateur injectif (cf. [Pop73], § 3.7 et [Gab62], cha-
pitre II, § 6).
B.1. De´finitions
Soit A un objet de A.
De´finition B.1.1. — On dit que A est :
(1) noethe´rien si toute suite croissante de sous-objets de A stationne ;
(2) artinien si toute suite de´croissante de sous-objets de A stationne ;
(3) de type fini si toute suite croissante de sous-objets de A de colimite A stationne ;
(4) de co-type fini si toute suite de´croissante de sous-objets de A de limite nulle
stationne.
Notation B.1.2. — Nous de´signerons par Atf la sous-cate´gorie pleine des objets de
type fini de A.
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De´finition B.1.3. — On dit que la cate´gorie A est localement noethe´rienne
(resp. co-localement artinienne) si elle posse`de un ensemble de ge´ne´rateurs (resp.
coge´ne´rateurs) noethe´riens (resp. artiniens).
Hypothe`se B.1.4. — Il existe dans A un ensemble de ge´ne´rateurs projectifs de type
fini.
Le premier point de la de´finition suivante est valable sous l’hypothe`se B.1.4 :
la (( bonne )) de´finition d’un objet pfn est diffe´rente lorsque cette hypothe`se n’est
pas ve´rifie´e.
De´finition B.1.5. — Soit n ∈ N∗. On dit que A est :
(1) de n-pre´sentation finie, en abre´ge´ pfn, s’il existe une suite exacte
Pn → Pn−1 → · · · → P0 → A→ 0
ou` les Pi sont des objets projectifs de type fini de A.
(2) de n-co-pre´sentation finie, en abre´ge´ co-pfn, s’il existe une suite exacte
0→ I0 → · · · → In
ou` les Ii sont des objets injectifs de co-type fini de A.
On dit que A est de pre´sentation finie s’il est de 1-pre´sentation finie, pf∞ s’il est
pfn pour tout n. On adopte des simplifications terminologiques analogues pour les
objets co-pfi (ainsi, on e´crira co-pf pour co-pf1).
La manipulation des objets pf∞ est facilite´e par la proposition suivante :
Proposition B.1.6. — Soit 0 → A → B → C → 0 une suite exacte de A. Si deux
des objets A, B et C sont pf∞, il en est de meˆme du troisie`me.
De´finition B.1.7. — On dit que A est :
(1) simple s’il est non nul mais que tous ses sous-objets stricts sont nuls ;
(2) fini s’il admet une filtration finie de sous-quotients simples ;
(3) localement fini s’il est colimite de ses sous-objets finis ;
(4) co-localement fini s’il est limite de ses quotients finis.
Notation B.1.8. — On note Af (respectivement Alf ) la sous-cate´gorie pleine des
objets finis (resp. localement finis) de A.
De´finition B.1.9. — (1) Une sous-cate´gorie de Serre de A est une sous-cate´gorie
pleine C de A stable par sommes directes finies et par sous-quotients.
(2) Une sous-cate´gorie e´paisse de A est une sous-cate´gorie de Serre de A stable
par extensions.
(3) Une sous-cate´gorie localisante de A est une sous-cate´gorie e´paisse de A stable
par colimites.
Proposition B.1.10. — (1) La sous-cate´gorie Af de A est e´paisse.
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(2) La cate´gorie Alf est une sous-cate´gorie de Serre de A. Si les objets simples de
A sont de pre´sentation finie, elle est e´paisse.
La dernie`re assertion de cette proposition est un cas particulier du re´sultat suivant.
Proposition B.1.11. — Soit C une sous-cate´gorie e´paisse de A. Notons C la sous-
cate´gorie pleine de A dont les objets sont les colimites d’objets de C.
Si les objets de C sont de pre´sentation finie, alors C est une sous-cate´gorie e´paisse
de A.
De´finition B.1.12. — (1) On appelle socle de A la somme soc(A) des sous-objets
simples de A.
(2) On nomme radical de A l’intersection rad(A) des sous-objets stricts maximaux
de A. On appelle cosocle de A le quotient A/rad(A), note´ cosoc(A).
Proposition B.1.13. — Si A est localement fini et que soc(A) est fini, alors A est
de co-type fini.
Cate´gories abe´liennes quotients. — La de´finition B.1.9 permet e´galement d’in-
troduire la notion classique de cate´gorie quotient dans le contexte abe´lien, notion
fondamentale dans cet article. Lorsque C est une sous-cate´gorie e´paisse de A, on peut
de´finir la cate´gorie abe´lienne quotient A/C, et l’on dispose d’un foncteur canonique
pi : A → A/C, qui est exact. Si C est de plus localisante, alors A/C est une cate´gorie de
Grothendieck, et le foncteur canonique posse`de un adjoint a` droite, appele´ foncteur
section. Nous renvoyons le lecteur a` [Gab62] pour ces conside´rations.
On utilisera e´galement la terminologie suivante, dans le cas ou` C est une sous-
cate´gorie e´paisse de A.
(1) On dit qu’un objet X de A est C-ferme´ si ExtiA(C,X) = 0 pour C ∈ Ob C et
i ∈ {0, 1}.
(2) On dit qu’un objetX deA est C-parfait si Ext∗A(C,X) = 0 pour tout objet C de
C. Le cas e´che´ant, et si C est de plus localisante (1), le foncteur canonique pi : A → A/C
induit un isomorphisme Ext∗A(A,X)
'−→ Ext∗A/C(pi(A), pi(X)) pour tout objet A de A.
Ce fait sera utilise´ abondamment dans cet article, sans plus de pre´cision.
Proposition B.1.14. — Soit C une sous-cate´gorie e´paisse de A et C¯ la plus petite
sous-cate´gorie localisante de A contenant C. Tout objet C-parfait est C¯-parfait.
De´monstration. — Soit X un objet C-parfait de A, la sous-cate´gorie pleine des objets
A de A tels que Ext∗(B,X) = 0 pour tout sous-objet B de A est e´paisse, contient
C par hypothe`se, et elle est stable par colimites filtrantes par le the´ore`me 4.2 de
[Jen72].
(1)Cela permet d’assurer que la cate´gorie A/C a assez d’injectifs.
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B.2. Effet de foncteurs exacts
Les propositions e´nonce´es dans cette section s’e´tablissent par des me´thodes stan-
dard ; on en trouvera une de´monstration comple`te dans [Dja06d].
Proposition B.2.1. — Soient B une cate´gorie de Grothendieck et F : A → B un
foncteur exact et fide`le.
(1) Si X est un objet de A tel que F (X) est noethe´rien (resp. artinien) dans B,
alors X est noethe´rien (resp. artinien) dans A.
(2) Si F commute aux colimites (resp. limites) filtrantes et si X est un objet de A
tel que F (X) est de type fini (resp. de co-type fini), alors X est de type fini (resp. de
co-type fini).
(3) Supposons que F est plein et que son image est une sous-cate´gorie de Serre de
B. Si X est un objet noethe´rien (resp. de type fini, artinien, de co-type fini) de A,
alors F (X) est un objet noethe´rien (resp. de type fini, artinien, de co-type fini) de B.
Proposition B.2.2. — Soient i ∈ N∗ et F un foncteur exact et fide`le de A dans une
cate´gorie de Grothendieck, commutant aux colimites filtrantes et pre´servant les objets
projectifs de type fini. Si X est un objet de A tel que F (X) est pfi, alors X est pfi.
Proposition B.2.3. — Soient B une cate´gorie de Grothendieck et F : A → B un
foncteur exact.
(1) Supposons F fide`le. Si X est un objet de A tel que F (X) est fini dans B, alors
X est fini dans A.
(2) Supposons que F est plein et que son image est une sous-cate´gorie de Serre de
B. Si X est un objet fini de A, alors F (X) est un objet fini de B.
B.3. Groupes de Grothendieck
De´finition B.3.1. — Soit C une sous-cate´gorie pleine et petite de A, contenant 0.
On appelle groupe de Grothendieck de C relativement a` A le groupe abe´lien note´
G0(C;A) de´fini par ge´ne´rateurs et relations de la manie`re suivante.
– Ge´ne´rateurs : un ge´ne´rateur [A] pour chaque objet A de C.
– Relations : [A] = [B] + [C] pour toute suite exacte courte 0 → B → A →
C → 0 de A dont tous les objets A, B, C sont dans C.
On a [A] = [B] dans G0(C;A) si A et B sont deux objets isomorphes de C, ce qui
permet de de´finir ce groupe lorsque C est seulement essentiellement petite.
Lemme B.3.2. — La sous-cate´gorie Atf de A est essentiellement petite.
Cela permet de donner la notation suivante.
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Notation B.3.3. — Nous noterons respectivement Gf0 (A), Gtf0 (A) et K0(A) les
groupes de Grothendieck G0(Af ;A), G0(Atf ,A) et G0(C;A), ou` C est la sous-
cate´gorie pleine des objets projectifs de type fini de A.
Le the´ore`me de Jordan-Ho¨lder dit que le groupe abe´lien Gf0 (A) est libre, les classes
des objets simples de A en formant une base.
Nous rappelons maintenant la notion de recollement de cate´gories abe´liennes.
De´finition B.3.4. — Un diagramme de recollement est un diagramme du type









– A, B et C sont des cate´gories abe´liennes.
– Le foncteur l est adjoint a` gauche a` e et e est adjoint a` gauche a` r (en parti-
culier, e est exact).
– L’unite´ idB → el et la cou¨nite´ er → idB sont des isomorphismes.
– Le foncteur q est adjoint a` gauche a` i et i est adjoint a` gauche a` p (en parti-
culier, i est exact).
– L’unite´ idC → pi et la cou¨nite´ qi→ idC sont des isomorphismes.
– Le foncteur i est un plongement pleinement fide`le d’image ker e (en particulier,
i identifie C a` une sous-cate´gorie e´paisse de A).
Dans cette situation, le foncteur e induit une e´quivalence A/C '−→ B.
Nous renvoyons a` [Kuh94b] a` ce sujet, ainsi que pour la de´monstration de la
proposition suivante (et la description explicite de l’isomorphisme).
Proposition B.3.5. — On a un isomorphisme de groupes Gf0 (A) ' Gf0 (B)⊕Gf0 (C).
B.4. Filtration de Krull
De´finition B.4.1. — La filtration de Krull de la cate´gorie A est la suite croissante
de sous-cate´gories e´paisses stables par colimites Kn(A) de A de´finie inductivement
comme suit.
– La cate´gorie Kn(A) est re´duite a` l’objet nul pour n < 0.
– Pour n ≥ 0, Kn(A) est l’image re´ciproque par le foncteur canonique A →
A/Kn−1(A) de la plus petite sous-cate´gorie localisante de A/Kn−1(A) contenant
tous les objets simples de cette cate´gorie.
Remarque B.4.2. — On peut e´tendre de manie`re claire la de´finition de la filtration
de Krull a` tout ordinal (cf. [Gab62]) ; nous n’avons introduit que les termes indice´s
par N car eux seuls interviendront dans notre contexte.
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De´finition B.4.3. — On de´finit par re´currence sur n ∈ N∪{−1} les notions d’objet
simple noethe´rien de type n et noethe´rien de type n de A de la fac¸on suivante.
– Un objet est simple noethe´rien de type −1 s’il est nul.
– Un objet X est noethe´rien de type n s’il posse`de une filtration finie 0 = F0 ⊂
F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = X telle que, pour tout i ∈ {1, . . . , k}, le quotient Fi/Fi−1 est
simple noethe´rien de type a(i), pour un certain entier a(i) ≤ n.
– Un objet est simple noethe´rien de type n pour n ∈ N si et seulement s’il n’est
pas noethe´rien de type n − 1 et que tous ses quotients stricts sont noethe´riens
de type n− 1.
Notation B.4.4. — Nous de´signerons par ANT(n) la sous-cate´gorie pleine de A
forme´e des objets noethe´riens de type n. Elle est e´paisse.
Proposition B.4.5. — Soient n ∈ N ∪ {−1} et X un objet noethe´rien de type n de
A. Alors X est noethe´rien, appartient a` Kn(A) et son image dans A/Kn−1(A) (si
n ≥ 0) est finie. Elle est meˆme simple si X est simple noethe´rien de type n.




Nous rappelons ici quelques proprie´te´s d’usage courant des cate´gories de foncteurs.
Bien que standard, elles ne sont pas toujours facilement accessibles dans la litte´rature
— voir [Dja06d] pour plus de de´tails.
Convention C.0.1. — Dans cet appendice, I et J de´signent des cate´gories essen-
tiellement petites, A et B des cate´gories abe´liennes et A un anneau.
C.1. Ge´ne´ralite´s
Notation C.1.1. — (1) Si F est un foncteur de J vers I, nous de´signerons par
F ∗ : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) le foncteur de pre´composition par F .
(2) Pour tout foncteur G : A → B, nous de´signerons par G∗ : Fct(I,A) →
Fct(I,B) le foncteur de postcomposition par G.
(3) Soit E un objet de I. Nous noterons evE : Fct(I,A) → A et evE :
Fct(I,AMod) →A[M ] Mod les foncteurs d’e´valuation en E, donne´s par la
pre´composition par le foncteur ∗ → I d’image E et par le foncteur pleinement
fide`le EndI(E)→ I d’image E respectivement.
Proposition C.1.2. — (1) La cate´gorie Fct(I,A) est abe´lienne.
(2) L’exactitude se teste (( argument par argument )) : une suite X → Y → Z de
Fct(I,A) est exacte si et seulement si la suite X(E) → Y (E) → Z(E) est exacte
dans A pour tout objet E de I.
(3) Si A est une cate´gorie A-line´aire, Fct(I,A) he´rite d’une structure de cate´gorie
A-line´aire.
(4) Supposons que la cate´gorie abe´lienne A est mono¨ıdale syme´trique. Le bifoncteur
Fct(I,A)× Fct(I,A) ' Fct(I,A×A) ⊗∗−−→ Fct(I,A)
de´finit une structure mono¨ıdale syme´trique sur Fct(I,A).
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On rappelle que les notions de sous-cate´gorie de Serre et sous-cate´gorie e´paisse sont
introduites dans la de´finition B.1.9.
Proposition C.1.3. — Soit F : A → B un foncteur.
(1) Si F est exact (resp. additif, exact a` gauche, exact a` droite), il en est de meˆme
pour F∗ : Fct(I,A)→ Fct(I,B).
(2) Si F est fide`le, alors F∗ est fide`le.
(3) Si F est pleinement fide`le, alors F∗ est pleinement fide`le. Si de plus l’image de
F est une sous-cate´gorie de Serre (resp. e´paisse) de B, alors l’image de F∗ est une
sous-cate´gorie de Serre (resp. e´paisse) de Fct(I,B).
(4) Si F posse`de un adjoint a` gauche G, alors G∗ est adjoint a` gauche a` F∗.
Proposition C.1.4. — Soit F : J → I un foncteur.
(1) Le foncteur F ∗ : Fct(I,A)→ Fct(J ,A) commute aux limites et aux colimites ;
il est en particulier exact.
(2) Si A est une cate´gorie mono¨ıdale syme´trique, F ∗ commute au produit tensoriel.
(3) Si F est essentiellement surjectif, F ∗ est fide`le.
(4) Si F est plein et essentiellement surjectif, F ∗ est pleinement fide`le, et son
image est une sous-cate´gorie de Serre de Fct(J ,A) stable par limites et colimites.
(5) Si F posse`de un adjoint a` gauche G, alors G∗ est adjoint a` droite a` F ∗.
Dans la suite de cette annexe, on ne s’inte´resse plus qu’au cas ou` la cate´gorie but
est la cate´gorie d’espaces vectoriels Ek.
C.2. Ge´ne´rateurs projectifs
E´tant donne´ un objet E de I, nous noterons P IE l’objet k[homI(E, ·)] de Fct(I, Ek).
On rappelle que k[.] de´signe le foncteur de k-line´arisation ; ainsi, k[F ] de´signe la k-
line´arisation k[.]∗F d’un foncteur F : I → Ens.
La bifonctoralite´ de homI permet de conside´rer E 7→ P IE comme un foncteur
Iop → Fct(I, Ek).
Proposition C.2.1 (Lemme de Yoneda line´aire). — Il existe un isomorphisme
homFct(I,Ek)(P
I
E , F ) ' F (E)
naturel en les objets E de I et F de Fct(I, Ek).
Proposition et de´finition C.2.2. — Les objets P IE forment un ensemble de
ge´ne´rateurs projectifs de type fini de Fct(I, Ek) lorsque E parcourt un squelette de I.
On les appelle ge´ne´rateurs projectifs standard de Fct(I, Ek).
Corollaire C.2.3. — La cate´gorie de foncteurs Fct(I, Ek) est une cate´gorie de Gro-
thendieck ve´rifiant l’hypothe`se B.1.4.
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Corollaire C.2.4. — Pour tout foncteur F : J → I, le foncteur de pre´composition
F ∗ : Fct(I, Ek)→ Fct(J , Ek) admet un adjoint a` droite et un adjoint a` gauche.
Les extensions de Kan (cf. [ML71], ch. X) permettent de donner une construction
des adjoints.
Remarque C.2.5. — Si deux objets V et W de I posse`dent une somme, on a un
isomorphisme canonique P IV ⊗ P IW ' P IVqW .
Corollaire C.2.6. — Supposons que I posse`de des sommes finies. Alors le produit
tensoriel de Fct(I, Ek) pre´serve les objets projectifs et les objets de type fini.
Proposition et de´finition C.2.7 (Dualite´ entre cate´gories de foncteurs)
Notons DI,k : Fct(I, Ek)op ' Fct(Iop, Eopk )→ Fct(Iop, Ek) le foncteur de postcom-
position par le foncteur de dualite´ (.)∗ = homE(.,k) : Eopk → Ek, et D′I,k = DIop,k :
Fct(Iop, Ek)op → Fct(I, Ek).
(1) Les foncteurs DI,k et D′I,k sont exacts et fide`les.
(2) Le foncteur DI,k est adjoint a` droite a` (D′I,k)
op.
(3) Ces foncteurs induisent des e´quivalences de cate´gories re´ciproques l’une de
l’autre entre Fct(I, Efk )op et Fct(Iop, Efk ).
Ces foncteurs seront appele´s foncteurs de dualite´.
Ce re´sultat entraˆıne formellement, via la proposition C.2.1, la proprie´te´ suivante.
Proposition et de´finition C.2.8 (Coge´ne´rateurs injectifs standard)
Pour tout objet E de I, nous noterons IIE l’objet D′I,k(P I
op
E ) de Fct(I, Ek) (ainsi,
on a IIE(V ) = khomI(V,E)). Cette construction est fonctorielle contravariante en E.
(1) Il existe un isomorphisme homFct(I,Ek)(F, I
I
E) ' F (E)∗ naturel en les objets F
de Fct(I, Ek) et E de I.
(2) Les IIE forment un ensemble de coge´ne´rateurs injectifs lorsque E de´crit un
squelette de I. On les appelle coge´ne´rateurs injectifs standard de Fct(I, Ek).
Dans tous les cas que nous conside´rerons, l’hypothe`se suivante sera ve´rifie´e (1).
Hypothe`se C.2.9. — Les ensembles homI(V,W ) sont finis pour tous V,W ∈ Ob I.
Cette hypothe`se assure que les foncteurs projectifs standard, donc tous les foncteurs
de type fini, prennent des valeurs de dimension finie, de sorte que la dernie`re assertion
de la proposition C.2.7 donne un lien tre`s rigide entre Fct(I, Ek)op et Fct(Iop, Ek).
Corollaire C.2.10. — Lorsque l’hypothe`se C.2.9 est satisfaite, les injectifs standard
de la cate´gorie Fct(I, Ek) sont de co-type fini.
(1)Les cate´gories de foncteurs dont la source ne ve´rifie pas l’hypothe`se C.2.9 ont un comportement
profonde´ment diffe´rent de celles que nous e´tudierons.
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C.3. Foncteurs hom internes et foncteurs de division
Proposition et de´finition C.3.1. — (1) Pour tout objet X de Fct(I, Ek), l’en-
dofoncteur · ⊗X de Fct(I, Ek) admet un adjoint a` droite, note´ HomFct(I,Ek)(X, .) ;
on dispose ainsi d’un foncteur hom interne
HomFct(I,Ek) : Fct(I, Ek)op × Fct(I, Ek)→ Fct(I, Ek).
On note Ext∗Fct(I,Ek) les foncteurs de´rive´s droits de ce bifoncteur exact a` gauche.
(2) On a un isomorphisme naturel gradue´
(19) Ext∗Fct(I,Ek)(X,Y )(E) ' Ext∗Fct(I,Ek)(P IE ⊗X,Y ) ,
ou` E est un objet de I et X et Y sont des objets de Fct(I, Ek).
(3) Pour tout objet A de Fct(I, Efk ), l’endofoncteur · ⊗A de Fct(I, Ek) admet un
adjoint a` gauche, note´ ( · : A)Fct(I,Ek) ; on dispose ainsi d’un foncteur de division
( · : · )Fct(I,Ek) : Fct(I, Ek)× Fct(I, Efk )op → Fct(I, Ek).
Les indices seront omis dans ces notations quand il n’y a pas d’ambigu¨ıte´.
La terminologie de foncteur hom interne est standard (cf. [ML71], ch. VII, § 7). Le
terme de foncteur de division a quant a` lui e´te´ introduit par Lannes (cf. [Lan92]) dans
le cadre des modules instables sur l’alge`bre de Steenrod, voisin de celui des cate´gories
de foncteurs (cf. [Pow98b], § 3).
Proposition C.3.2. — Soient F un endofoncteur de I et T un objet de Fct(I,Ens)
tels qu’il existe une bijection
homI(F (V ),W ) ' homI(V,W )× T (W )
naturelle en les objets V et W de I.
Alors le foncteurHomFct(I,Ek)(k[T ], .) est isomorphe au foncteur de pre´composition
F ∗ ; autrement dit, F ∗ est adjoint a` droite a` · ⊗ k[T ].
Proposition C.3.3. — Soient F un endofoncteur de I et T un objet de Fct(Iop,Ensf )
tels qu’il existe une bijection
homI(V, F (W )) ' homI(V,W )× T (V )
naturelle en les objets V et W de I.
Alors le foncteur ( · : kT )Fct(I,Ek) est isomorphe au foncteur de pre´composition F ∗ ;
autrement dit, F ∗ est adjoint a` gauche a` · ⊗ kT .
C.4. De´composition scalaire
On suppose ici que I est une cate´gorie k-line´aire.
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Notation C.4.1. — E´tant donne´ un entier naturel i, on de´signe par Fct(I, Ek)i la
sous-cate´gorie pleine de Fct(I, Ek) forme´e des foncteurs F tels que pour tout λ ∈ k
et tout objet E de I, on a F (λ.idE) = λi.idF (E) (on convient ici que 00 = 1).
Le produit tensoriel induit des foncteurs Fct(I, Ek)i×Fct(I, Ek)j → Fct(I, Ek)i+j .
Comme le groupe cyclique fini k× est d’ordre premier a` la caracte´ristique de k,
il existe un isomorphisme de k-alge`bres k[k×] ' kq−1, et la k-alge`bre du mono¨ıde
multiplicatif sous-jacent a` k est isomorphe a` kq. On en de´duit la proposition suivante
(cf. [Kuh94a], § 3.3).
Proposition et de´finition C.4.2. — Les inclusions Fct(I, Ek)i ↪→ Fct(I, Ek) in-





Nous noterons F ' ⊕q−1i=0 Fi la de´composition canonique d’un foncteur F de
Fct(I, Ek) qu’on en de´duit, ou` Fi appartient a` Fct(I, Ek)i. On l’appelle de´composition
scalaire de F .
C.5. Produit tensoriel exte´rieur
C’est le foncteur
 : Fct(I, Ek)× Fct(J , Ek)→ Fct(I × J , Ek)
de´fini par la composition
Fct(I, Ek)×Fct(J , Ek)
pi∗I×pi∗J−−−−−→ Fct(I ×J , Ek)×Fct(I ×J , Ek) ⊗−→ Fct(I ×J , Ek),
ou` l’on note piI : I×J → I et piJ : I×J → J les foncteurs de projection. Autrement
dit, (F G)(A,B) = F (A)⊗G(B).
On a ainsi des isomorphismes canoniques P I×J(A,B) ' P IA  PJB ; cette observation
et ses conse´quences, ainsi que les proprie´te´s que nous rappelons ensuite, justifient la
convention de notation suivante.
Notation C.5.1. — Nous de´signerons par Fct(I, Ek) ⊗ Fct(J , Ek), par abus, la
cate´gorie Fct(I × J , Ek).
Proposition C.5.2 (Simples de Fct(I × J , Ek)). — (1) Si I et J ve´rifient
l’hypothe`se C.2.9, pour tout objet simple S de Fct(I×J , Ek), il existe un objet simple
S1 de Fct(I, Ek), un objet simple S2 de Fct(I, Ek) et un e´pimorphisme S1S2  S.
(2) Soient S un objet simple de Fct(I, Ek) et S′ un objet simple de Fct(J , Ek)
tel que le corps EndFct(J ,Ek)(S
′) est re´duit a` k. Alors S  S′ est un objet simple de
Fct(I × J , Ek).
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(3) Soient S1, S2 deux objets simples de Fct(I, Ek) et S′1, S′2 deux objets simples
de Fct(J , Ek). Si S1  S′1 ' S2  S′2, alors S1 ' S′1 et S2 ' S′2.
Corollaire C.5.3. — Supposons que I et J ve´rifient l’hypothe`se C.2.9 et que les
corps d’endomorphismes des objets simples de Fct(J , Ek) sont re´duits a` k.
Le produit tensoriel exte´rieur induit des isomorphismes de groupes abe´liens
Gf0 (Fct(I × J , Ek)) ' Gf0 (Fct(I, Ek))⊗Gf0 (Fct(J , Ek)),
K0(Fct(I × J , Ek)) ' K0(Fct(I, Ek))⊗K0(Fct(J , Ek)).
Ces proprie´te´s se de´montrent de fac¸on analogue a` celles du produit tensoriel
exte´rieur usuel en the´orie des repre´sentations — cf. [CR90], chapitre 1, § 10 E. Une
de´monstration des e´nonce´s fonctoriels pre´ce´dents est donne´e dans [Dja06d].
C.6. Recollements
Nous terminons cet appendice avec quelques re´sultats communs destine´s a` de´finir
et utiliser commode´ment le prolongement par ze´ro dans un cadre assez ge´ne´ral. On
les trouvera e´tablis dans [Dja06d].
De´finition C.6.1. — Soit C une sous-cate´gorie pleine de I. Nous dirons que C est :
– une sous-cate´gorie relativement connexe de I si pour tous objets A, B et X
de I tels que A,B ∈ Ob C, hom(A,X) 6= ∅ et hom(X,B) 6= ∅, on a X ∈ Ob C ;
– une sous-cate´gorie comple`te a` gauche de I si pour tout objet E de I, E est
objet de C de`s que homI(E,X) 6= ∅ pour un objet X de C ;
– une sous-cate´gorie comple`te a` droite de I si Cop est une sous-cate´gorie comple`te
a` gauche de Iop.
Proposition et de´finition C.6.2 (Prolongement par ze´ro)
Soit C une sous-cate´gorie pleine relativement connexe de I. On note D la sous-
cate´gorie pleine de I dont la classe d’objets est le comple´mentaire de celle de C, et
R : Fct(I, Ek)→ Fct(C, Ek) le foncteur de restriction.
(1) On de´finit un foncteur PI,C : Fct(C, Ek) → Fct(I, Ek) (note´ simplement P
lorsqu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´) appele´ prolongement par ze´ro en posant P(F )(E) =
F (E) (F ∈ ObFct(C, Ek)) si E ∈ Ob C, 0 si E ∈ ObD ; P(F )(t) = F (t) si t est une
fle`che de C, 0 si c’est une autre fle`che de I ; et P(T )E = TE si T est une fle`che de
Fct(I, Ek) et E un objet de C, 0 sinon.
(2) Supposons C comple`te a` gauche ; D est donc comple`te a` droite.
(a) Le foncteur P est adjoint a` droite a` R.
(b) Le foncteur P est adjoint a` gauche au foncteur N : Fct(I, Ek) →
Fct(C, Ek) de´fini comme suit :
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(i) pour tout foncteur F : I → Ek et tout objet X de C,












(ii) si F : I → Ek est un foncteur, pour toute fle`che X u−→ X ′ de
C, N (F )(u) est induite par F (u) ;
(iii) si T : F → G est une fle`che de Fct(C, Ek), N (T )X est induite
par TX pour tout objet X de C.
On a un e´nonce´ analogue dans le cas d’une sous-cate´gorie comple`te a` droite.
Corollaire C.6.3. — On conserve les notations pre´ce´dentes. Si la sous-cate´gorie C
de I est comple`te a` gauche, on a un diagramme de recollement






Dans le cas ou` C est comple`te a` droite, on a un diagramme de recollement










alge`bre en grassmanniennes, p. 81.
analytique (foncteur), p. 6, 67.
artinien, p. 185.
auto-dual, p. 3, 77.
coanalytique (foncteur), p. 6.
co-localement artinienne (cate´gorie),
p. 185.
co-localement fini, p. 186.
comodule sur une comonade, p. 182.
comonade, p. 182.
comple`te a` droite, a` gauche
(sous-cate´gorie), p. 196.
coniveau, p. 70.
conjecture artininienne, p. xi, 4.
conjecture artininienne extreˆmement
forte, p. 132-134, 141.
conjecture artininienne forte, p. 5.
conjecture artininienne tre`s forte, p. 28.
co-pf, co-pfn, voir co-pre´sentation finie.
co-pre´sentation finie, n-co-pre´sentation
finie, p. 186.
corps de de´composition, p. 8.
cosocle, p. 187.
co-type fini (de), p. 185.
de´calage (foncteur), p. 5, 18, 63, 77, 99.
de´composition scalaire,
p. 4, 15, 59, 77, 99, 195.
degre´ (d’un foncteur), p. 6, 67.
degre´ (d’une partition), p. 9.
diffe´rence (foncteur), p. 5, 63 99.
division (foncteur de), p. 194.
dualite´, p. 3, 48, 76, 193.
e´paisse (sous-cate´gorie), p. 186.
facteur de composition, p. 9.
ferme´ (objet C-ferme´), p. 187.
fide`le (comodule), p. 38.
filtration canonique (dans Fsurj), p. 20.
fini, p. 186.
Grothendieck (cate´gorie de), p. 185.
Grothendieck (groupe de), p. 188.
hauteur d’un foncteur induit, p. 131.
hom interne (foncteur), p. 194.
induction, p. 4, 16, 59, 77.
induit (foncteur), p. xiii, 131.
injectif standard, p. 3, 14, 193.
inte´grale (foncteur), p. 34, 37, 54.
Krull (filtration de), p. 189.
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K-the´orie stable, p. 140.
(k-)line´aire (cate´gorie), p. xix.
localement fini, p. 186.
localement noethe´rienne (cate´gorie),
p. 185.
localisante (sous-cate´gorie), p. 186.
longueur (d’une partition), p. 9.




noethe´rien de type n, simple noethe´rien
de type n, p. 190.
parfait (objet C-parfait), p. 187.
partition, p. 8.
pf, pfn, voir pre´sentation finie.
polynomial (foncteur), p. 6, 67, 99.
polynomiale (filtration), p. 7.
Powell (filtration, foncteur de), p. 26.
pre´sentation finie, n-pre´sentation finie,
p. 186.
produit tensoriel exte´rieur, p. 195.
produit tensoriel total, p. 16, 60.
projectif standard, p. 3, 14, 192.
prolongement par ze´ro, p. 196.
pseudo-constant (foncteur), p. 66.
radical, p. 187.
recollement (diagramme de), p. 189.
re´gulie`re (partition), p. 9.
relativement connexe (sous-cate´gorie),
p. 196.
re´solution canonique, p. 94.
restriction, p. 4, 16, 59, 77.
Serre (sous-cate´gorie de), p. 186.
simple, p. 186.
socle, p. 187.
syste`me de coefficients, p. 28-32.
tors de Frobenius, p. 4, 16, 59, 77, 99.
translation (foncteur), p. 43.
type fini (de), p. 185.
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Cate´gories
Comod, cate´gories de comodules
p. xviii.
Comodfid, cate´gories de comodules
fide`les p. 38.
Ens, cate´gorie des ensembles, p. xviii.
Ensf cate´gorie des ensembles finis,
p. xviii.
E (ou Ek), cate´gorie des k-espaces
vectoriels, p. x.
Ef (ou Efk ), cate´gorie des k-espaces
vectoriels de dimension finie, p. x.
EfGr,I , EfGr, p. 42.
E˜fGr, p. 41.
Efinj , p. x.
EfPl,n, p. 42
Efsurj , EIsurj , p. x.
Fct(C,D), cate´gorie des foncteurs d’une
cate´gorie essentiellement petite C vers
une cate´gorie D, p. xviii.
F (ou F(k)), cate´gorie des foncteurs
entre espaces vectoriels, p. x.
Fdf , sous-cate´gorie des foncteurs a`
valeurs de dimension finie de F , p. 3.
Fn, p. 6.
Fω−cons(n), sous-cate´gorie des foncteurs
induits de hauteur ≤ n de F , p. 131.
FGr, FGr,I , p. 53.
F˜Gr, p. 75.
Fi, p. 4.
Finj , p. 13.
Fω, sous-cate´gorie des foncteurs
analytiques de F , p. 6.
FPl,n, p. 97.
Fsurj , FIsurj , p. 13.
F∇˜n,<i, p. 158.
Mod, cate´gories de modules p. xviii.
N il∇˜n , N il∇˜n , p. 11.
Constructions ge´ne´rales. —
Cop, cate´gorie oppose´e d’une cate´gorie C,
p. xix.
CM , cate´gorie des objets d’une cate´gorie
C munis d’une action d’un mono¨ıde M ,
p. xix.
M , cate´gorie a` un objet associe´e a` un
mono¨ıde M , p. xix.
I\X , (I cate´gorie, X : I → Ens
foncteur), p. 34.
IX,Y , p. 36.
I/X , p. 39.
⊗, produit tensoriel de cate´gories de
foncteurs, p. 195.
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Constructions a` partir d’une cate´gorie abe´lienne A. — Af , sous-cate´gorie
des objets finis de A, p. 186.
Alf , sous-cate´gorie des objets localement finis de A, p. 186.
Atf , sous-cate´gorie des objets de type fini de A, p. 185.
A/C, quotient de A par une sous-cate´gorie e´paisse C, p. 187.
(Kn(A)), filtration de Krull de A, p. 189.
Foncteurs
Objets des cate´gories de foncteurs. — G¯(n), p. 26.
I, injectif standard IF2 de F(F2), p. 153.
IIE , foncteurs injectifs standard, p. 193.
IGr, injectif standard dans une cate´gorie de type FGr, p. 53.
IV , injectif standard de la cate´gorie F , p. 3.
Iλ (λ partition 2-re´gulie`re), enveloppe injective de Sλ, p. 9.




Λ, puissances exte´rieures, p. 9.
P , projectif standard PF2 de F(F2), p. 163.
P IE , foncteurs projectifs standard, p. 192.
PGr, projectif standard dans une cate´gorie de type FGr, p. 53.
PV , projectif standard de la cate´gorie F , p. 3.
PV,i, p. 4.
P surjV , projectif standard de la cate´gorie Fsurj , p. 14.
P˜ (n), p. 27.
Qλ (λ partition re´gulie`re), p. 26.
Sλ, foncteur simple de F(F2) associe´ a` une partition 2-re´gulie`re λ, p. 9.
F¯ , partie sans terme constant d’un foncteur F de F , p. 4.
Foncteurs entre cate´gories de fonc-
teurs. — D, foncteur de dualite´ de la
cate´gorie F , p. 3.
DGr, foncteur de dualite´ de la cate´gorie
F˜Gr, p. 76.
δsurj , δinj , δ, foncteurs de de´calage des
cate´gories Fsurj ou Finj , p. 18.
∆, foncteur diffe´rence de la cate´gorie F ,
p. 5.
∆Gr, foncteur diffe´rence des cate´gories de
type FGr, p. 63.
∆V , foncteur de´calage de la cate´gorie F
par V ∈ Ob Ef , p. 5.
∆GrV , foncteur de´calage des cate´gories de
type FGr, p. 63.
η, ηI , p. 90.
ε, εI , p. 55.
Ext∗, p. 194.
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Hom, foncteur hom interne, p. 194.
I, p. 76.
ι, ιI , p. 54.
J, p. 75.
J , p. 139.
kn, p. 7.
κ, κI , p. 54.
o, p. 21.
oinj , p. 24.
Ω, p. 34, 37, 39.




P, foncteur de prolobgement par ze´ro,
p. 14, 53, 196.
qn, p. 7.
R, foncteur de restriction, p. 14, 53.
ρ, ρI , p. 55.
σ, σI , p. 56.
Tn, p. 20.
τA, p. 115.
θ, θI , p. 56.
Υ, p. 34, 37, 39.
ξ, ξI , p. 56.
∇˜n, p. 11.
∇Grn , p. 153.
⊗˜ , produit tensoriel total, p. 16, 60.
, produit tensoriel exte´rieur, p. 195.
$, p. 22.
$inj , p. 24.
(· : ·), foncteur de division, p. 194
Autres foncteurs. — BI , p. 44.
B˜, p. 44.
DI , p. 45.
D˜, p. 45.
ev, ev, foncteurs d’e´valuation, p. 14, 191.
Gr, p. 50.
incPln , p. 43.
inclI,J , p. 43.
i˜nclI , p. 42.
jn∗ , p. 14.
KI , p. 44.
K¯n, p. 44.
K˜, p. 44.
LI , p. 45.
L˜, p. 45.
OCM , p. xix.
OI,X , p. 34.
OI,X , p. 39.
OI , p. 43.
O¯n, p. 43.
O˜, p. 43.
Pl, ensembles de monomorphismes,
p. xix.
φ, automorphisme de Frobenius de Efk ,
p. 4.
<Gr,I• , re´solution canonique dans FGr,I ,
p. 94.
Sn, p. 45.
F ∗, foncteur de pre´composition par F ,
p. 191.
F∗, foncteur de postcomposition par F ,
p. 191.
, p. 43.
(·)∨, foncteur de dualite´ de E˜fGr, p. 48.
Autres notations
AGr, AGr, alge`bre en grassmanniennes
(re´duite), p. 81.
Aut, groupes d’automorphismes, p. xix.
coniv, coniveau d’un foncteur, p. 70.
cosoc, cosocle, p. 187.
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d (notation non valable dans la
partie IV), degre´ du corps k sur son
sous-corps premier, p. xviii.
deg, degre´ d’un foncteur polynomial, p. 6.
En, espace vectoriel kn, p. 14.
End, mono¨ıdes d’endomorphismes,
p. xix.
Epi, ensembles d’e´pimorphismes, p. xix.
G0, groupes de Grothendieck, p. 188.
Gf0 , G
tf
0 , p. 189.
Ĝf0 , p. 164, 166.
GL, groupe line´aire infini, p. 30.
Gr, GrI , p. xviii.
h∗X,F , p. 126.
hom, ensembles de morphismes, p. xix.
Iso, ensembles d’isomorphismes, p. xix.
jω, p. 76.
jG, p. 164.
k, corps fini de base, p. x.
K0, p. 189.
l(λ), longueur d’une partition λ, p. 9.
mλ (λ partition 2-re´gulie`re), p. 9.
mRλ (λ partition 2-re´gulie`re), p. 10.
niv, niveau d’un foncteur, p. 70.
Ob, classe d’objets d’une cate´gorie,
p. xix.
p (notation non valable dans la
partie IV), caracte´ristique du corps k,
p. xviii.
p, ensembles des partitions
(2-re´gulie`res), p. 9, 166.
pin,X , p. 157.
Pl, ensembles de monomorphismes,
p. xix.
Pln, p. 42.
q (notation non valable dans la
partie IV), cardinal du corps k, p. xviii.
q∇n , p. 156.
rad, radical, p. 187.
Rλ (λ partition 2-re´gulie`re), p. 10.
sW (W sous-espace d’un espace vectoriel
de dimension finie V sous-entendu), p. 8.
Σn, groupe syme´trique, p. xix.
soc, socle, p. 187.
TGr,I , p. 87.
tn, p. 7.
[e] (e e´le´ment d’un ensemble), p. xviii.
k[E], k-line´arisation d’un ensemble E,
p. xviii.
k[M ], k-alge`bre d’un mono¨ıde M , p. xix
λ+i (λ partition, i ∈ N), p. 11.
λ− (λ partition), p. 11.
|λ|, degre´ d’une partition λ, p. 18.
≤, ordre sur les partitions, p. 9.
(λ, µ), partition concate´ne´e de λ et µ,
p. 10.
< n >, partition (n, n− 1, . . . , 1), p. 164.
(·)∗, dual, contragre´dient, p. xix.
`, p. 9.
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